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کهرست 

پیش‌گفتار تک و یه ی ۵ 
بخش اول -مراقب باشید اشتباه نکنید هدهع 1 
۱ چبر هه ره مس هم شم یرو وا وهی فرع 

۲ مثلثات زر وه وا مت اون و وه اوه ماو و م۵ 

۳ هندسه ۸ 

۴ مسأله‌ها ی 

۵ حل سه‌نمونه از مسأله‌های مسابقه‌ای ده هی مت 
پاسخ مسأله‌مای فصل ۴ 1 

, بخش دوم -مسأله‌های ریاضی را چگونه حل کنیم ۱۱۵ 


ش‌گفتا ۱۳۱ 


ضمن حل مساله‌های ریاضی؛ مهم اين نیست که از عهدة حل برآییم. 
چه‌بسا با مساله‌ای روبه‌رر شویم که برایمان تازگی داشته باشد و؛ با توجه 
به دستورها و فضیه‌هایی که در کتاب‌های درسی دیده‌ايم» در برابر ما تسلیم 
نشود و تن به حل ندهد. اين وضع نباید موجب نگرانی ما بشود. باید روی 
مساله اندیشید و از جانب‌های مختلف به آن حمله کرد» ولی اگر راء حل آن 
به دست نیامد و پاسخ پیدا نشد» چیزی را از دست نداده‌ايم. خود اندیشیدن 
دربارةٌ یک مساله و راه‌های مختلف را آزمودن» به انديشة ما و به درک ریاضی 
ما یاری می‌رساند و نیرو می‌بخشد .۰.۰ . مهم‌تر از حل مساله» درست اندیشیدن 
و استدلال درست کردن است. باید این توانایی را پیدا کنیم که درست را از 
نادرست تشخیص دهیم وء اگر مساله‌ای را حل کردیم» به درستی راه حل خود 
اطمینان داشته باشیم. در واقع؛ اگر نتوانيم مساله‌ای را حل کتیم» به معنای 
آن است که امتیازی نیاورده‌ايم؛ ولی اگر مساله‌ای را نادرست حل کنیم» به 
این معناست که درک ریاضی ما ضعیف است و باید به خودمان امتیاز منفی 


برای این‌که. ضمن حل مساله؛ امتیاز متفی نگیریم» باید بر خود درس 
مسلط باشیم قضیه‌ها و دستورها را بشنامیم و تنها از حافظهٌ خود و يا آنچه 
به نظرتان می‌رسد» اکتفا نکنیم. به تعریف‌هاء قراردادها» قضیه‌ها و دستورها 
اعتماد کید نه به «عقل سلیم». به یاد داشته باشید که بشر هزاران سال با 
تکیه بر همین عقل سلیم خود؛ باور داشت که زمین مسطح است و تمامی 
جهان هستی» هر شبانه روز یک بار به دور آن می‌چرخد؛ گمان می‌کرد» 
ستارگان» همچرن میخ‌های بلوری بر سطح آسمان کوبیده شده‌اند و گاهی بر 
انسان‌ها خشم می‌گیرند و گاهی مهربانی خود را به او نشان می‌دهند و ... 
بسیاری باورهای دیگر. 

در ریاضیات. می‌توان از اعقل سلیم» یاری گرفت» ولی نباید زیر فرمان یی 
چون و چرای آن بود. آن‌چه بر ریاضیات حاکم است» استدلال و نتیجه‌گیری 
درست است نه چیز دیگری. هر زمان که توانستید» راه حل درست را از راه 
حل نادرست تشخیص دهید یعنی یا مساله را نتوانید حل کنید و یا اگر به حل 
آن موفق شدید به درستی آن اطمینان داشته باشید. آن وقت می‌توانید مدعی 
باشید که درک ریاضی پیدا کرده‌اید. درک ریاضیء یعنی تشخیص راه‌حل‌های 
نادرست و «استدلال‌های» اشتیاه. 

ممکن است شما نتوانید» به راحتی و در زمانی کوتاه» مساله‌ای را که 
به شما داده‌اند. حل کنید؛ با وجود اين؛ اگر اين توانایی را داشته باشید که 
را‌حل‌های ثادرست دیگران را تشخیص دهید. به معنای آن است که دارای 
درک ریاضی شده‌اید. درک ریاضی» مهم‌تر و با ارزش‌تر از حل مساله است. 


۳ 


وقتی می‌خواهید ساله‌ای ریاضی را حل کنید به این نکته‌ها توجه داشته 
باشید: 


ی 


٩‏ آیا بر درس‌هایی که به اين ساله مربوط می‌شوند تسفط دارید؟ آیا 
آن‌ها را به صورتی عمقی فهمیده‌اید؟ اگر در اين باره تردید دارد» پیش از حل 
مساله» به درم‌های مربوط به آن (تعریف‌هاء قضیه‌ها و دستورها) مراجعه 
کنید و اگر لازم است» آن‌ها را به خوبی فرا بگیرید. 

۲) آیا صورت مساله را درست فهمیده‌اید؟ چه چیزهایی به شما داده و 
چه چیزهایی از شما خواسته است؟ اگر لازم است؛ یک بار و یا حتا چند 
بار دیگرء صورت مساله را مرور کنید. 

۳) آیا هیچ رابطه‌ای بین داده‌ها و خواسته‌های مسائه می‌بینید؟ آیا باید 

واسطه‌هایی پیدا کرد تا حلقة ارتباطی بین فرض و حکم را کشف کنید؟ .۰.۰ 
این حلقه‌های واسطه‌ای و ارتباطی کدام‌تد؟ 

۴ آیا مساله‌ای شییه یا نزدیک به این مساله» پیش از این حل کرده‌اید یا 
جایی دیده‌اید؟ اگر چنین است» پیش از حل مساله سراغی از آن مساله یا 
مساله‌های مشابه بگیرید و را‌حل آن‌ها را» به طور کامل بررسی کنید. چه‌بسا؛ 
همان روش‌های حل» برای مسالة شما هم به کار آیند؛ 

۵) اگر با همه این‌ها؛ باز هم درٍ مساله گشوده نشد» مساله را برای 
خوده ساده‌تر کنید به سراغ حالت‌های خاص و سادهتر بروید. آیا می‌توائید 
این حالت یا حالت‌های خاص ساده را حل کنید؟ اگر مساله‌ای مربوط به 
یک مثلث غیر مشخص است؛ بینید» در حالت مثاشی که سه ضلع برابر ی 
دو ضلع برابر دارد؛ به چه صورتی درمی‌آید؟ در مثلث با زاوية ٩۰‏ درجه» 
چه وضعی پیدا می‌کند؟ یا اگر می‌خواهید. دستوری را دربارة تابع با ضابطةً 
کلی (7)2 پیدا کنید» در آغاز بینید. در حالت‌های سا‌تر تابع خحطی (با 
ضریب‌های عددی) با تابع درجه دوم (باز هم با ضریب‌های عددی) چگونه 
می‌شود و چه راحلی دارد! به طرر کلی: اگر ثمی‌توانید مناله‌ای را حل 
کنید» او به سراغ حل مساله‌ای بروید که از مسالهٌ شما ساده‌تر است (و 
به احتمالی» هنوز راه حل آن را نمی‌دانید). اغلب» حل یک مساله» در 


ف 


حالت‌های خاص و ساد‌تر خود» می‌تواند راهنمای حل آن» در حالت کلی 
باشد. 

۶ اگر مساله‌ای راحل کردید» آن را کنار نگذارید و تلاش کنید به اين 
پرسش‌هاء پاسخ دهد : 

آیا این تنها راه حل مساله است؟ 

آیا اين» زیباترین و بهترین راه حل است؟ 

آیا عکس مساله؛ وقتی که جای فرض و حکم عوض شود؛ قابل حل 


است؟ 
آیا می‌توان بخشی از فرض را په حکم و بخشی از حکم را به فرض 
تبدیل کرد؟ 

آیا مساله» حالت خاص دارد؟ اين حالت‌ها کدام‌اند؟ 

آیا مساله» حالت کلی؛ یا نسبت به مسالهةٌ شما کلی‌تر» دارد؟ و آیا این 
مسالةٌ کلی قابل حل است؟ . 

باز تاکید می‌کنم؛ جست و جوی راه حل و بررسی جانب‌های مخجلف 
یک مسالهٌ ریاضی: از نظر پیشرفت شماء اهمیت بیشتری دارد تا خود حل 
مساله. 

۷) و آخرین سفارش: هرگز با برخورد به یک سماله» به راه حل آن (در 
کتاب‌های حل مساله) مراجعه نکنید و یا راه حل آن را از دیگری نپرسید. 
کوشش کنید خودتان راهی برای حل آن پیدا کنید و تنها وقتی به حل کتاب 
مراجعه کنید و یا از دیگران بپرسید که بخواهید راه حل شود را با راء حل آن‌ها 
مقایسه کنید. 

همیشه به یاد داشته باشید: اگر چند روز روی یک مساله بیندیشید و 
نتوانید آن را حل کنید» برای شما و اندیشة ریاضی شما سودمندتر از آن است 
که در یک روز راه حل ده مساله را از روی کتاپ بینید و یا از دیگران کمک 


بگیرید. 


۸ 


0 


در بخش اول اين کتاب» به برخی از اشتباه‌ها اشاره شده است که 
گریبان‌گیر برخی از دانش‌آموزان است و آن‌ها را از راه و روش درست 
بازمی‌دارد. در این‌جا؛ بیشتر به جبر مقدماتی و مثلثات (آن هم به ساده‌ترین 
آن‌ها) پرداخته‌ايم و؛ امد داریم» در کتاب‌های بعدی؛ به شاخه‌های دیگر 
ریاضیات دبیرستانی هم پردازيم. 
در بخش دوم کتاب کوچکی را آورده‌ايم که تجربه‌های یک معلم ریاضی 
را در اختبار شما می‌گذارد.در این بخش» ضمن حل برخی مساله‌هاء از تاریخ 
" ریاضیات و از تجربة کار برخی ریاضی‌دانان هم برای شما صحبت می‌کند و 
سفارش‌های سودمندی برای پدید آندن خلاقیت ریاضی» برای شما دارد. 


بخش اول 


مراقب باشید اشتباه نکنید 


۱ جبر 


در آغاژ» در جدول داده شده. اشتباه‌های عمده‌ای که ممکن است» 
ضمن عمل» در ریاضیات محاسیه‌ای پیش آید آورده‌ايم. در ستون سمت 
راست؛» نتیجهٌ محاسبه اشتباه و در ستون سمت چپ نتیجهٌ درست داده 

: شده است. این‌ها» عادی‌ترین و ساده‌ترین اشتباه‌هایی است که در کارهای 
برحی از دانش‌آموزان (و ازجمله؛ در ورقه‌های امتحانی آن‌ها) دیده می‌شود. 
: دربارة هرکدام از آن‌ها» با دقت بینديشيد و به این پرسش‌ها پاسخ دهید : 
_ اشتباه در کجاست؟ 
یا اين اشتباه؛ مربوط به عدم درک یک مفهوم ریاضی است یا مربوط 
به ندانستن شیوه‌های عمل؟ 

- آیا تاکنون گرفتار چنین اشتباهی شده‌اید؟ 

- آیا می‌توائید» نمونه‌های مشابهی را مثال بزئید؟ 

- آیا اشتباه یا اشتباه‌هایی از گونه‌های دیگر را می‌شناسید؟ نمونه بیاورید. 


۳ 
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این‌ها» همة اشتباه‌های ممکن نیست. خودتان هم می‌توانید» جدول را ادامه 


۱۴ 


اکتون با ذکر نمونه‌هاین (که بیشتر از ورقه‌های امتحانی برداشته شده 
است): به بروسی برخی اشتباه‌هاء که ممکن است در محاسبه‌های جبری 


پیش آید» می‌پردازيم. ۹ 
۱ دیب عمل‌ها را. ضمن ساده کردن یک عبارت؛ رعایت کنید. 
,۷ دیف عمل‌ها ره ضمن بارت: وعايتِ 


دانش‌آموزي, برای ساده کرد عبارت . 


۷2 ۷ 


دس 
827 1 ٩ات‏ و 
به این ترئیب» عمل کرده است: 
اه ۸2 ۱ 
۳ ۱ و 
هد ۱ هه 
ثِ7"0 ات و 


دانش آموز فراموش کرده است که عمل‌های مرتبة بالاتر (در این‌جاء تقسیم)» 
باید قبل از عمل‌های مرتبةٌ پایین‌تر (در اين‌جا؛ تفریق) انجام شود. در اين 
مثال» باید عمل تفریق را پعد از عمل تقسیم انجام داد. 

در عمل‌های جبری: توان و ريش مقدم بر ضرب و تقسیم» و ضرب و 
تقسیم مقدم بر جمع و تفریق‌اند. در حالتی که عبارت» شامل پرانتز باشد» 
عمل‌های داخل پرانتژ» مقدم بر عمل‌های بیرون از پرانتزند. در ضمن؛ به یاد 
داشته باشید که» کسر کار پرانتز وا به عهده دارد: برای این که عددی یا 
جمله‌ای در یک کسر ضرب شود باید در تمام جمله‌های صورت کسر ضرب 
شود؛ اگر جلو یک کسر» نشانهٌ منقی وجرد داشته باشد» همه جمله‌های 
صورت کسر را تغییر علامت می‌دهد. 

اکنون» در دو نمونهٌ زیر» اشتباه عمل‌ها را پیدا کنید : 


و ( اه - ع) وب (25 ۷/22 - 7()/2- ۷2 + 2/) (۱ 


۵ 


۳+ ۲۵۵-۵ _ ۵+ و 


۲۰0 ۲۵۵ 


۳۱- 


۲ مواظب باشید. از آنجا که» ضمن حل معادله‌های کسری بعد از آن 
که کسرها به یک مخرج تبدیل شوند؛ به دلیل پرابری مخرج‌ها در دو طرف 
معادلب از آن‌ها صرف‌نظر می‌کنند؛ پیش آمده است که دانش‌آموز» ضمن 
جمع جبری دو کسر مخرج را کنار می‌گذارد و به عنوان نمونه» می‌تویسد: 

ش تب 
اه ۲۵۲۵ 


در ضمن در حل معادله‌های کسری هم باید به این نکته توجه داشت که» 
حذف مخرج‌های برابر از دو طرف معادله به این شرط ممکن است که برایر 
صفر نباشد؛ زیرا تقسیم بر صفر معنا ندارد. به این معادله توجه کنید : 


اگر دو طرف معادله را در نظر بگيريم» مخرج مشترک کسرها» چنین است: 
(۵ - 2)ت 


یعنی» با ضرب دو طرف برابری در (۵ - ۰27 مخرج‌ها از بين می‌روند و 
معادله به این صورت درمی‌آید : 


7 < (۵ - ») - (۳ - »)2 
که بعد از ساده کردن به اين معادلهةً درجه دوم می‌رسيم : 
۲ 
و ح ۵ا دوع و 


۱۶ 


این معادله دو ريشه دارد: ۱ < ,2 و ۵ < 27. آیا هر دو ریشه را باید 
پذیرفت؟ 

ضمن حل؛ دو طرف معادله وا در (۵ - 2:27 ضرب کردیم؛ می‌دانيم دو 
طرف برابری را نمی‌توان در صفر ضرب کرد بنابراین 2 نمی‌تواند برابر صفر یا 
۵ باشد. ريش ۵ < 27 را نمی‌توان پذیرفت. معادلهٌ ماء تنها یک ريشه دارد: 
۱ ۶ 2. 

اکتون روشن کنید: آیا جواب‌هاء ریشه‌های معادله‌اند: 


معادله‌ها را حل کنید و ببینید ريشة غیر قابل قبول کدام است و چرا! 

۳ فانون‌های عمل را دربارة ضرب. نقسیم و توان» رعایت کنید. در 
این‌جاء چند نمونه آمده است که با نقض قانون‌های عمل و یا درست نفهمیدن 
آن‌ها؛ جواب‌های نادرست به دست آمده است. اشتباه در کجاست؟ جواب 
درست کدام است؟ 


ف‌ 


زو و۶ . 


۷ )-۵(۲ 2 - 
-۸( ۵ ۵۳+ ۵ ۴۵ - ۲۵ + ۱: 
٩( ۱۶۲-۲۷ - ۴۲)۴۲ - ۱(, 

۱۰( ٩۳2 - ٩۲-۶ 


۴ در عملي با رادیکال‌ها اشتباه نکند. حاصل ضرب و یا خارج قسمت 
رادیکال‌ها را: تنها وقتی می‌توان» با ضرب یا تقسیم مقدارهای زیر رادیکال‌ها 
به دست آورد که دارای فرجه‌های برابر باشند. در عمل‌های زیر» اشتباه را پیدا 
کنید و پاسخ درست را به دست آورید: 

۱( ۷/۵۳ ۰۰/۴۵ < ۴۵۳۵: 
۲( ۷۵۲ ۰۰۷/۴۵ < ۵۳۵: 


۵ در یک عبارت کسری, نمی‌توان صورت و مخرج را به توان رساند» 
يا از صورت و مخرج ريشه گرفت. صورت و مخرج یک کسر را می‌توان 
در عددی مخالف صفر ضرب يا بر عددی مخالف صفر تقسیم کرد. وقتی به 
عنوان مثال» هر گسر 5 صورت و مخیج را به نوا ۲ برسانيم» در واقم 
صورت را در ۳ و مخرج را در ۴ ضرب کرده‌ايم که الیته. مقدار کسر را 
تغییر می‌دهد. در دو نمونهةٌ ژیر» اشتباه عمل را پیدا کنید: 

بر ۲ (۵ - )۲۵۲ _ 8 ۲۵۷/۵۲ 0 

۴ - آم (60- آه) 3 گ 
وه _ _ (9-<ع]_ 
۹۹ ی 


و( 


7 ۳1 2 
۶ مواظب ساده :کزدن: کسوها. باخیك . این نوناک شا ین 
شده‌اند» توجه کنید: ۰ 
ی و + ۲ + زگ 
۴ (+۲)(+). 


1 


در اين نمونه» یک جمله از دو جملةٌ صورت. با عاملی از مخرج ساده شده 
است؛ در حالی که جملةٌ ۲۳۶ در صورت کسر؛ نمی‌تواند به این عامل ساده 
شود. باید هم صورت و هم مخرج کسر به ضرب عامل‌ها تبدیل شده باشند 
تا بتوان صورت و مخرج را به آن عامل ساده» یعنی بر آن عامل تقسیم کرد 
که البته» اين عامل باید مخالف صفر هم باشد؛ به این عمل تادرست توجه 
کنید : 

۳ - ۷۲ 0-9 
۵-۵ ۷۵-۷0 
نمی‌توان تک‌تک جمله‌های صورت را بر جمله‌های نظیر خود در مخرج» تقسیم 
کرد. پاسخ درست این کسر را پیدا کنید ؛ 


۳ 
(ط + )هه _ 0۷0 +»/0) ۷ ب 
+۷ 

کر را نمی‌توان به ۷/6 + ۵/ (به ترئیی که در اين‌جا آمده) ساده کرد. 
پاسخ درست را پیدا کتید. 

۰۷ پیش از بدیل به یک مخرج. کسرها را ساده کنید. ساده کردن 
کسرها؛ پیش از تبدیل آن‌ها به یک مخرج؛ می‌تواند به ساده‌تر شدن عمل‌ها 
کمک کند. به این چند نمونه توجه کنید: 


- و - ۷۵۲ + عت ر 


| سس 


7۲ + و ا 


- م۷ سس (۲ 


۱4 


ولی اگر» پیش از مخرج مشترک گرفتن؛ کسر را ساده کنیم : 
(ه۷ +۷۵۲0 _ «آه۷ + 
7 2+۷0 اه 
ادامةٌ محاسبه» ساده‌ثر می‌شود. 
_ ۷9 - - هه + 6 - و - 7 ۷۵ - 
+۷ 5 بت 
ولی صورت و مخرج کسر به (۷0 - 6/) ساده می‌شود: 
_ ( ۷0 - ۷/۵0۷ _ 0۷/۵ - آ» 
۷۵-8 2-15 
(۵ + +( »/ی لا _ 
9 


که ادامهٌ آن روشن است (در اين تمرین؛ فرض بر ثامنفی بودن » است). 


۷ 


(صورت و مخرج کسر دوم» بر 2۴ بخش‌پلیر است). 


س الا یک یی 
- 02-۷79 2-9 72-۷ 


اگر مخرج کسر دوم را تجزیه کنیم: 
(۷۵ + ۰۷/۵۷/2 - ۷/2) < ه - ه 


مترجه می‌شویم که کوچکترین مضرب مشترک مخرح‌ها» همان 2-0 است. 


۲۰ 


۸ وقتی.عبازتن با جمله‌های مجذور کامل (با حکسب کامل) هو زیر 
وادیکال باشد. نمی‌توان جمله‌ها راء جدا جد! از وادیکال آزاد. کرد. این چند 
نمونه راء که اشتباه حل شده است» در نظر بگیرید. این رادیکال‌ها را نمی‌توان 
ساده کرد: 


:۵ - ۳2۲ -- ۲۵ - ۷/۹2۲ (۱ 
و +۴ + ان گن + و۱۶۵ + ۱/2۲ (۲ 
۵ ۷/۵۳ د ۲۵۲ + ۲۵۲ - 0 - ۰/۲۵۲ + ۲۵۲ - ۷۵۲ (۳ 


٩‏ درک سطحی از مقدار قدو مطلق و ریشة حسابی عددها. می‌تواند 
منجر به نتیجهٌ نادرست شود. آیا اين نمونه‌هاء درست حل شده‌اند؟ پاسخ 
درست را پیلا کنید. 


۱( ۱۷/)۲ - ۰/۳۲۲ - ۲-۰۷۳۲ < ۴۱-۰۷ 


(حاصل رادیکالی که فرجهةً زیج داشته باشد» هميشه مثبت است. در این‌جا» 
حاصل رادیکال را منفی نوشت‌ايم.) 


) + (۳ _ 


)7-( 


"0 


(اين پاسخ برای حالتی است که قدر مطلق 77 از قدر مطلق 7 بیشتر باشد. 
بگویید چرا؟ مثال عددی پیدا کنید.) 


7 ۲+۱ ۱ 
)-۱( ۰ 


(پاسخ» برای حالت ۱ > درست نیست.) 


(ف 


تعریف ۱. قدر مطلق عدد حقیقی ۰6 عبارت است ا.عددی حقیقی و 
نامتفی که با شرط زیر بسازد: 
(۰ <ع۵) » 
(.-م) 2-1۰( 
(۰ > 0) »- 
از تعریف قدر مطلق نتیجه می‌شود: [۵| ک ». 
ريشهٌ حسابی عددهای حقیقی؛ بستگی کاملی به مقهوم قدر مطلق دارد. 
تعریف ۲. ری یه (۲)ام یک عدد نامنفی» علدی نامنفی است: 


رک ۱ 
(ه < ») ۳ ۳9 ۷ 


(ه > 0) »- 
(۵ < ») 2 اک هن 


9-9 ۳۳7 -۱ )۵ > 9( 


(حالت 8 < 4 ممکن نیست» زیرا مخرج نمي‌تواند برابر صفر باشد.) 


۳ ۳ 
ور 
(۰ > 2) نو 

یادآوری می‌کنیم؛ هم فانون‌های عمل روی رادیکال‌ها که در دبیرستان 

خوانده‌ايیم باید با توجه به ريش حسابی عددها در نظر گرفته شود. درضمن» 

روشن است» در حالتی که فرجهٌ رادیکال عددی فرد باشد» مشکلی پیش 
نمی‌آید : 

٩/۱۲۵ 2 ۵‏ :۲- 2 7-۳۲ (۱ 
برای وارد کردن ضریب رادیکال (وقتی فرجهة آن عددی زوج است) به 
زیر رادیکال باید متوجه تعریف ريشةٌ حسابی بود. ضریب منقی را نمی‌توان 


وش 


زیر رایکال پا فوجه زوج رده: نمی‌تواننوشمتهة مه . 
۰ )هلت 5 
همچنین نمي‌توان به اين گونه تبدیل کرد: ۱ ۱ 


_چسچ, 
سااصی سس 


برابری ۵۳/* < ۰/0 تنها وقتی, درست است که داشته باشیم ۰ < 6, 
برای * > 6 باید نوشت: ۷-6 ی 
اطلاعی نداریم : | 0/ ۷/۲ ۱ 

۰ دامن معادله. یی مقدارهایی را که مجهول می‌تواند بپذیرد» از 
یاد نبرید. البته. در حل معادله‌ها» بهترین روش آزمایش جواب‌هاست؛ در 
آزمایش جواب‌ها» به سادگی جواب‌های اضافی؛ که در معادله صدق نمی‌کنند: 
معلوم می‌شوند. ولی گاهی» توجه به دامن مجهرل» می‌توند کار را نی 
کند. به این معادله توجه کنید: 


18) - ۵( - ۱2)۳ - ۲2( ۱ 


معادله را به این ترئیب حل می‌کنیم 


۵ - و ۵ و 


۶ عد سس ۷ << 
2 - ۳ 2۵۲ - ۳ 


۵ 
< 7 ۶ - ۲۰ < ۵ - و 
و اگر جواب را آزمایش کنیم به دست می‌آید: 
۱ ۱۰ 
| سد | تست ]م1 


۲۳ 


که معنا ندارد (لگاریتم عدد منفی» در مجموعة عددهای حقیقی» بی. معنن 
است). ولی اگر دامنة تغییر 2 را معین می‌کردیم : 


از همان آغاز می‌فهمیديم که معادله جواب ندارد (زیرا 2 نمی‌تواند» در همان 


حال که از ۵ بزگتر است» از 7 کوچکتر باشد). 
یادداشت مهم. به‌ویژه در معادله‌های گنگ» محاسبةٌ دامنة متغیر» به 


تنهایی نمی‌تواند روشن کند» جواب حاصل. وافعی است یا اضافی. به این 
معادله توجه کنید : 


1/2۲ + ۱4۰/5 - ۲ << ۱ 


در اين معادله دامن متغیر چنین است: ۲ <2 28. 
برای حل دو طرف معادله را مجذور می‌کنیم: 


۶ ع< ۲ - 27 - ۲۷/2۲ +۱4 - ۲۵ 
)) زج اس ۱ عد ۲ و - ۷/2 


که اگر دوباره دو طرف معادله را مجذور کنیم: 
۲ ۲ 
۳ جح و چت ۱ با ۲2 تست و جح ۲ توت لو 


۳ از ۲ بزرگتر است و؛ بنابراین در دامن متغیر قرار دارد» ولی جواب معادله 
نیست. آزمایش می‌کنيم : 


۶ ۲+۱ پا۱< ۰۲۲ ۱4۷۳+ ۷/۳ 


وش 


۳ <د ۰7 در معادله-صدق نمی‌کند: این معافله جراب ندارد. 

ضمن حل معادله به معادله (+) رسیدیم؛ می‌توانستيم همین‌جا توقف 
کنهم و نتیجه بگیريم عادله پاسخ ندارد؛. زیز؟ در این معادله». سمث چپ 
برابری مقداری نامنفی, است و برای اين‌که مقدار سمت راست پرابری نامنقی 
باشد باید داشته باشیم۰ ۱ > 2.ولی ۱ .> 7 با دامن محادله» یعنی ۲۷ < 2 
سازگار یست. 1 

در معادله‌های .گنگ؛ به‌ویژه وقتی با فرجهُ زوج سروکار داریم؛ همیشه 
باید جواب‌ها را مورد آزمایش قرار داد. 

۱ معادله را به طور کامل حل کنید. تعداد ریشه‌های هر معادله؛ برابر 
است با بزرگترین درجهُ مجهرل : معادلهٌ درجه دوم دو چواب معادلهٌ درجه 
سوم سه جواب و به طول کلی. معادلة درجه ام جواب دارد. ولی 
اين جواب‌ها ممکن است؛ برخی موهومی باشند.و یا چند جواب با هم برابر 
باشند. همیشه بهتر است؛ معادله را با روشی حل کنیم که همه جواب‌های 
آن مشخص شود. به جای اين‌که معادلهٌ ۸ < 2۳ را؛ با کعب گرفتن از دو 
طرف؛ به برابری ۲ ع< 2 منجر کنید. آن را این‌طور حل کنید: 


۲۵٩+ ۴( <‏ + ۲()2 -2) چد ه ۸ - وه 


ازه < ۲ - تتبه دست‌می‌آید ۲ < 2 ومعادلادرجه‌دوم ه < ۴ +۲۵ + ری 


دو ريشة موهومی دارد. 
یا در معادلٌ ۸۱ عد 2:7 به جای اين که بنویسیم 


دا ۷/۸۱ < ند 


بهتر است» با تجزیه روشن کنیم که. اين معادلی چهار جواب دارد (دو 
جواب حقیقی و دو جواب موهومی) : ۱ 


وه ٩(‏ + ه)(٩‏ - آه) زه > ۸۱ - آه 


۵ 


از » < ٩‏ - 2۲ دو جواب حقیقی ۳ < 2 به دست می‌آید و معادلهةً 
+٩ < »‏ 27 دو ريشهٌ موهرمی دارد. 

۲ تها وفتی حاصل ضربی می‌تواند برابر صفر باشد. که دست کم 
یکی از عامل‌ها برابر صفر باشد. از برابری ۰ < 0۰0 می‌توان نتیجه گرفت که: 
دست‌کم؛ یکی از در عامل » يا ۵ باید برابر صفر باشد. ولی پیش آمده است 
که دانش‌آموز» اين قاعده را به اشتبا برای حالت ۱ - أه هم به کار برده 
است و مثلا معادلة » > ۱ + 2۳ را این طور حل کرده است: 


)2 + ۱()2۲ - 7 + ۱( ۱ 


و نتیجه گرفته است که پا ۱ ۱ +2 ی ۱ < 2۲-24۱ و ... نادرست 
پودن این نتیجه‌گیری روشن است. 

۳ عدم دقت» موجب اشتاه می‌شود. به حل اين معادله توجه کنید. 
معادله اشتباه حل شده است. اشتباه را و دلیل اين اشتباه را خودتان پییا 
۳(۴ -) < ۶- ۳(۲- )۵ 

فرض می‌کنیم 2 < ۳(۴ - 2): معادله چنین می‌شود: 
۶ ۲ 
وا هه 2 ۵2 
۴. اشتباهی که به فراوانيی دیده می‌شود: دو طرف معادله را بر عباوتی 
که مي‌تواند برابر صفر شود تقسیم نکنید. به حل اين معادله توجه کتید: 


(۳ - ۲۸ - ۹2۲ ع (۳ - ۲8 - )۳۶ 
از دو طرف معادله ۳ - ۲۵ - "2 را حذف مي‌کنيم؛ به دست می‌آید: 
۲ < و ج ۳۲ - ٩ب‏ ۳2 


۶ 


در حالی که معادله سه جواب دارد: 
زه ‏ (۳ - و۷ - ۲و٩‏ -(۳ - ۲۵ - آه) ۳۶ 
-٩( < »‏ ۳()۳۶ - ۲2 - آت) 
:۴ ۷ ,۱- عد روج چد ه < ۲۵-۳ - آت (الف 
۲ < و چد ٩-۳۲‏ -< ۳۶ (ب 
۵ در تبدیل معادله متوجه تغییر دامنة مجهول باشید. به حل این 
معادله توجه کنید : 
:۲ 2 "مها :16۸۱ < "معا 
٩‏ ج 2 18٩:‏ عد 2و1 :۲۱۵۹ < «ع[۲ 
راه حل درست نیست» زیرا در معادله 12۸۱ <- "2ع1؛ 2 می‌تواند هر عدد 
حقیقی به‌جز ۰ < 2 باشد» ولی در معادلة 12٩‏ < «ع[» 2 تنها می‌تواند 
عددی میت باشد : 
4 < ه جد ۸۱ < آه چ- 18۸۱ - "مع[ 
می‌توانستيم» تبدیل‌ها را این‌طور انجام دهیم : 
۹ << |۲۱۵2 << ۲٩ع1‏ - "مع1 
که از آنجا به دست می‌آمد : 
9٩‏ ع 7 جد ٩‏ ع |س| 


۶ باز هم عدم دقت. دانش‌آموزی؛ معادلةً 
۰ - ۱۹(۲ + ۳۷/۰۸۵۶) 


وش 


راء اين طور حل کرده بود: 
و ات ۳۶۱ ۳۷/۰22۶ بر ۳ ۳۰۸۵ 


و سپس آن را انامه داده بود. در آغاز اين حل» دو اشتباه وجود دارد. اشتباه 
اول» مربوط به توان دوم عبارت است؛ در واقع 


کید ۳ اتکی 


اشتباه دوم» در آن‌جاست که برای حل این معادله» لزومی ندارد؛ پرانتز 
را به توان برسائیم. معادله» به سادگی به این صورت درمی‌آید: 


۳۷۲۸۵۶ +۱۹ -- ۰ 


سمت چپ این برابری» مقداری مثبت است؛ به همین دلیل» در سمت 
راست مقدار منفی (۱۰۰-) را نتوشتیم. از معادلهةٌ اخبر» به ترتیب» به دست 
می‌آید : 

۴ ۷/۰/۵2 :۳۲ < ۸۱ - ۳۷۰/۴ 
که از آن‌جاء به سادگی» به جواب معادله می‌رسیم : ۲ <- . 

۷. مراقب معادلدهای لگاریتمی باشید. بسیاری از دانش‌آموزان» ضمن 
تبدیل معادله‌های لگاریتمی» خود را به نتیجه‌هایی می‌رسانند که؛ به دلیل نقض 
قاتون‌های عمل و با دلیل‌های دیگرء درست نیست. چند نموثه می‌آوریم : 

دانش‌آموزی؛ برای حل معادة 


108)1:- 2(  -.۴ 
ما۶ الق رم‎ 
موم[ 2 108 تفت‎ 2 


این‌طور آغاز کرده بود: 
و - ۱۶ 21 - (2 - ۴])۱۵ 


۲۸ 


توجهه کنید : ظ ماش و1 2 + ولی این دانش‌آموز از دستور 

(ظ - )1۵8 چ استقاده کرد است که درست ز نیست. راه حل 
معادله ساده و» به تر ۰ ۳ است : 

۲( ۱۰)بو 


۳۱ 
10872 + 1087)۱۰- 2( < ۲ < ۱08 ۶: 


۶ 2 (2 - 2۱۰ :۱۶ +108 < [(2 - 2)۱۰]بع10 


۱+ 


که از آن‌جا؛ به معادلةٌ ه < ۱۶ + ۱۰۵ - 2۲ می‌رسیم. معادله دو جواپ 
دارد: ۲ < 2۱ و ۸ < ۰1۲ 
۲) معادلاً 


(۸۱۵)ع10 < (۰108)۲2 2 1087 
در ورقه امتحانی» این طور حل شده بود: 
۶ - ۳۲ :(10)۸۱۵ - (1087)۳2۳ 


که در نتیجه» جراب معادله ۲۷ < 2 می‌شود. 

در حل اين معادله. دو اشتباه جدی دیده می‌شود. اول» حاصل ضرب 
لگاریتم‌های دو عدد» برابر با لگاريتم حاصل ضرب آن‌ها گرفته شده است. 
دوم» ضمن حل معادلة ۸۱2 - ۰۳2۲ جراب ۰ -- ۶ از قلم افتاده است. 
درست است که ۰ < 2 جراب بیرونی است و در معادله صدق نمی‌کند. 
ولی این نکته در راه حل دانش‌آموز پیان نشده است. راه حل معادله دشوار 
نیست و به ترتیب» چنین است : ۱ 


2 جووه1 + ۸۱ 027[ ع< (2 جوم + ۲ و10 موه[ 


4 


1087 <)۱ + 1087 2( < ۴ + 108 2: 
)102+ (۲ < ۴: 108+ < ۷۲ 


که از آن‌جا به دست می‌آید : ٩‏ < 895۱ ِ 1۲ 
۲ به اين معادله و راه‌حل‌های نادرست و درست آن توجه کنید: 


(۱ + ۲۳-۲)ع1 +2۱ (۴۳۲+۹)ع۱ + ۲ع1 
راه حل اشتباه. معادله به این صورت درمی‌آید: 
۲2۲ ۱4 2 ۲۶۲۹ +۲4 


که ادامة آن دشوار نیست. در اين دراه حل»؛ به اشتباه» جای لگاریتم عددها 
خود عددها در نظر گرفته شده است. 
راه حل درست. معادله را به ترتیب» تبدیل می‌کنيم : 


ز[(۱ + ۱۰)۲۳۲]ع1 > ٩([‏ +۲۲ ۲)۴۳]ع1 
(۱ + ۱۰۲2۲ - (۹ + ۲)۴۶۲ 

که اگر فرض کنیم ۲۶۲ < » به اين معادلهٌ درجه دوم می‌رسیم: 
۴ -< ۲ ,۱ را چد ه < ۴ +۵ - آ 


و سرانجام به دست می‌آید : ۳ < ۰5۱ ۴ <- 1۲. 
۴) و برای اين معادله: » < *۵ - ۴۶ 
راه حل اشتباه. معادله را تبدیل می‌کنيم (با لگاریتم گرفتن از در طرف) : 
ه < ۵واه - ۴ووات زه < (*۵ - ۴۶)و[ 
ه < و زه < (۵ع۱ - ۴و2 


۳۰ 


جواب درست ولی راه حل اشتباه است. در اشتباه در اين.راه: حل وجود 
دارد : اول این‌که» لگاریتم صفر: معنا ندارد و برابر صفر نمی‌شود: دوم این‌که 
لگاریتم تفاضل دو عدد برابر با تفاضل لگاریتم‌های آن‌ها نیست. همین دو 
اشتباه» در اين‌جاء اثر یکدیگر را از بین برد وء به تصادفء جواب درست 
په دست آمده است. 


راه حل درست. به ترتیب داریم : 


البته به باری لکارتیم هم می‌توانستيم معادله را حل کنیم : 
:جع < ۴جآه :۵۳ < ۴۶ 
۰ < و ۰ < (۵ع1 - ۴ع27)1 


۸. تغییر پایة لگاریتم. عمل با لگاریتم‌هایی که پایه‌های متفاوت دارند» 
برای بسیاری از دانش‌آمرزان» دشواری ایجاد می‌کند و در تغییر دادن پاية 
لگاریتم» دچار اشتباه می‌شوند؛ دستور تغییر پايه لگاریتم؛ چنین است: 
۳( دف ۷ ,108 
که در آن » < ۵ ه < ۷ ۰ << ۱ 2 و ۱ 2 ن. از آن‌جا 

۱ 
۵ و108 


108, < (5) 


بی‌اطلاعی از دستورهای (۱) و (۰)۲ منجر به این می‌شود که یا معادله را 
انیم حل کنیم و یاه ضمن حل» دچار اشتبه بشويم. برای آشنا شدن بهتر 


۳۹ 


با اين دستورها» چند مساله را (که از مساله‌های مسابقه‌ای انتخاب شده‌اند) 


حل می‌کنیم. 
مثال ۱. این معادله را حل کنید : 


[05 ۵102 2108 2 - )۲ - 1082 ۲( 108۲21087 ۵ < »۰ 


حل: دامن متفیر؛ یعنی مقدارهای قابل قبول برای 2» عبارت است از 
۰ < .با استفاده از دستور (۱)) معادله را تبدیل می‌کنيم : 


108۵ 108۲ 08 ظ بور0[ 
هو ۲ ۵ 
19:۳ 08 108۵ 10:۳ 102۵ 929 


که پس از ساده کردن» به دست می‌آید : 
:۰ < 10272 (۵ 7ع10 ۲ - ۱) + 2 1087 
۷۶ < ۲۴ < ,2 چد ه < 5 108 (۱ 
۳۵ 
> 102 < ۲ ,و10 - ۲۵ ,وه < ۱ - ۲۱0۵۱۵ < 2 ,و0 (۲ 
پاسخ. ۱ < 4 
پاسح. ۱ ۲ ۰1۲ 
مثال ۴. این معادله را حل کنید: 
2۱ )10۵ (۲ + 105,۵) 
حل. برای 2 باید شرط‌های ه < 2 و ۱ د :2 وجود داشته باشد. اگر 


از دستور 7 -- ۵ رع0[ استفاده کنیم؛ به دست می‌آید : 
0 


10۵ 5 


)106, ۵ + (۰ 


۳۲ 


از آن‌جا» پس از آزاد کردن معادله از مخرج» نتبجه می‌شود : 


زه < ۲ - ۵ ,108 - ۵ 108 
2۴ 08,۵[ ,۱- 2 ۵ و108 


پاسخ. چ ‏ « و ۷6 < «ه 
۳ 


۱ پرای حل برخی از معادله‌های لگاریتمی: می‌توان از دستور زیر استفاده 
کرد: 
۳( (۷۳)رسی 10۵ < 2۷ ,108 


مغال ۳. این معادله را حل کنید: 
۵ << ۵1082 + 2 ۲1۵۵ - 2۶ برع16 


حل: برای مجهرل 2 باید داشته باشیم: » < 2. با توجه به دستور 
(۰)۳ معادله را می‌توان اين طور نوشت: 


۵ 2 (2۲):رع۵10 + (2)برع0 ۲ - 2 برعه1 
که از آن‌جا؛ به دست می‌آید : 
۵ 2 7 ,رع10 ۱۰ + 2 برع۸10- 2 بر08[ 


پاسخ. اقا .۳ 


۳۳ 


اغلب» با چنان معادله‌های لگاریتمی روبه‌رو می‌شویم که با وجود 
پایه‌های مختلف برای لگاریتم‌ها؛ هیچ نیازی به تغییر پایه پیدا نمی‌کنیم. به 
عنوان نمونه به این دستگاه توجه کنید: 


این دستگاه» خیلی ساده؛ منجر به دستگاه زیر می‌شود : 


۲ - ۲۵ - ۷و 


پاسغ. (۰)۴,۸ (۸-,۴-)- 
٩۹‏ حل معادلهها و دستگاه‌های نامتعارف. چند نمرنه می‌آوريم. 
۱) مطلوب است حل دستگاه معادله‌های 
2 2۷ 
۲ - ۷/۳۲۴ 
در آغاز: را‌حل یکی از دانش‌آموزان را در برگ امتحانی خود می‌آوریم. دستگاه 
را می‌توان این‌طور نوشت: 
< ۷ 
۳ 
۲ - ۳۲۴۲ 


سپس در هر معادله» از دو طرف در مبنای ۱۰ لگاریتم می‌گیريم : 


٩‏ < تون 
+ ۲ع1 < 2۴ 


۳ 


از معادلهٌ اول» ل را پر حسب 2 به دست می‌آوريم : 


12٩ 
۷ جوز‎ 

و در معادلهٌ درم قرار می‌دهیم؛ به‌ترتیب» خواهیم داشت: 
122۴ 
121 
٩۲‏ >< ۲)عامو[ 
12۳ 
(۴۱۵۳ + ۲[۵۲) « مع[ 
۱12۳ 
:12۲8۳ - ۲12۳12 - (۳ع۲1 + ۲ع7)1ع[ 


< 12۲ + ۵2۶ 
< 12۲ + ۲۵2: 


:۵ + ۲ع[ < 


:۲1۳ 12 < «و!۲ و[ 
۳ < ۶ :1۲ < مع[ 


1٩ ۳ 12۳ 0‏ 3 
ها 12۳ 
اين رامحل؛ به‌جز این که اندکی طولانی است» همراه با یک اشتباه 

است. در "2 یا *2» مقدار 2 می‌تواند منفی باشد» ولی وقتی از آن لگاریتم 
بگیریم»در ۲[۵2 و 2 باید مقدار 2 مثبت و مخالف واحد باشد؛ از 
صررت معادله اول دستگاه روشن است که ۱ < 2؛ ولی برای این‌که جواب 
احتمالی منفی را از دست ندهیم» باید بعد از لگاریتم گرفتن» آن را به صورت 
|2|ع1 بنویسیم که در این صورت» معادل ۴ 108 < |2| 08[ به دو جواب 
۳ < 2 می‌رسد. البته برای /۰1 همان جواب ۲ به دست می‌آید. آزمایش 
هم نشان می‌دهد» هر دو جراب (۲ ,۳-) و (۲ ,۳) در معادله‌های دستگاه 
صدق می‌کنند. 


۳۵ 


در این‌جا» باید به نکته‌ای اشاره کنیم. در تابع نمایی با ضابطةٌ گه ع و 
مقدار »۰ باید مثبت و مخالف واحد باشد. برای ۰ > 0 تابع نمایی *ه 
معنا ندارد. ولی وقتی در معادله‌ای پا 28 سروکار داریم» از آن‌جا که ما به 
دنبال مقدارهای ابتی برای 2 و ۷ هستیم. مقدار 2 می‌تواند منفی هم باشد. 

در این‌جا دستگاه را با روش دیگری» که در ضمن ساده‌تر است» حل 
می‌کنيم. معادلةً دوم دستگاه» به این صورت درمی‌آید : 


۴« ۲( ج- ۲۲۴ - (۲2۲) 
به‌جای 27 مقدارش را از معادلهٌ اول دستگاه قرار می‌دهیم : 
۲٩ -< ۴ 2۲‏ چ ۳۲۴ - ٩۲‏ ۲۷ 
از آن‌جا ۲ - بو. آن را در معادلهٌ اول دستگاه می‌گذاريم : 
۳ ع و ٩‏ < آ2 


اندکی دقت» می‌تواند مزیت راه حل دوم را به شما نشان دهد. در حل این‌گونه 
دستگاه‌ها» هرگز آزمایش جواب را از یاد نبرید. 
۲) این دستگاه را در نظر می‌گیريم : 


۳ 
۹ عد +۹2 


بیشتر دانش‌آموزان از دو طرف هریک از معادله‌ها» لگاریتم می‌گیرند؛ ولی 
می‌توان بدون متوسل شدن به لگاریتم» دستگاه را ساده کرد. 


وا ۱ رات و3 ۰ ۳2-۷۱ 
۳ 24 ۳ ۳ - +7 


۳۶ 


که از آن‌جا به دست. می‌آید : ۲ < ۰5 ۱ < له 

۰ آزمایش جراب. پرخی از دانش‌آموزان: بعد از حل.مجادله یا 
دستگاه تردید دارند که: آیا باید جراب‌ها را آزمایش کرد یا نه؟ بعضی 
معتقدند که: در هر حال پاید جواب‌ها را در معادله یا دستگاه مورد آزمایش 
قرار داد و بعضی دیگرء آزمایش جواب‌ها را ضروری نمی‌دانند. در واقع» 
حالت‌هایی وجود دارد که در آن‌ها» آزمايش جواب ضروری است و دنبالة 
حل معادله یا دستگاه به حساب می‌آید؛ حالت‌هایی هم وجود دارد که» در 
آن‌هاء نیازی به آزمایش جواب نیست. آزمایش جواب. به طور معمول» برای 
این است که» جواب یا جواب‌های خارجی را کتار بگذاريم. ورود جواب‌های 
خارجی».بیش از همهء در حالت‌های زیر پیش می‌آید: 

الف) وقتی که دو طرف معادله را؛ که شامل جمله‌های کسری است» در 
مخرج مشترک کسرها ضرب کنیم. مثلا» برای آزاد کردن معادلة 

۸+ ۵ ۵ و 


سار ۱ات 


از مخرج‌ها؛ دو طرف آن را در (27-۱) ضرب می‌کنيم که در اين صورت» 
به معادلةٌ » < 2 - 2۲ می‌رسیم که دو جواب دارد: ۰ < 2 و ۱ < 2. 
ولی ۱ < 2 جواب خارجی است» زیرا مخرج‌ها را صفر می‌کند و هخرچ 
صفر معنا ندارد. 

ب(۰ وقتی کسری یا کسرهایی را ساده می‌کنیم. مثلاً معادله 


۳۳ 


۷8 سس 
شت 7-٩‏ 


پس از ساده کردن کسر اول (صورت و مخرج بر ٩‏ - 2 بخش‌پذیر است)+ 
یه صورت 
٩‏ < 2 چد ه < ۲۵ - 4+٩‏ و 


۳۷ 


درمی‌آید که جواب حاصل جواب خارجی است ٩(‏ < #» مخرج کسر را 
صفر می‌کند). اين معادله ريشه ندارد. 

ج‌( وقتی جمله‌های متشابهی را که به صورت کسر با رادیکالی یا لگاریتمی 
هستند» حذف کنیم. برای هر حالت» مثالی می‌آوريم: 

ِ( اگر در معادلهةً 


تباشهای تایه سا ور زا حلفا کليم هه بسادله 
۲ ۳۲ 


۴ بو ره بو رن چد هک او ۲و۴ 


می‌رسیم که در آن» جراب‌های 2۱ و 27 خارجی‌اند. 
۲) اگر در معادلهةً 


9 +۳۷۵ ۲+ ۵-۳۰4۲ -- » 


جمله‌های شامل رادیکال راء که قرینة یکدیگرند. حذف کنیم» به جواب 
۵- ع 2 می‌رسیم ؛ که جواب خارجی است. زیرا به‌ازای آن مقدار ۲ + 2 
که زير رادیکال است» منفی می‌شود. 

۳ اگر در معادلةً 


ی 4 له 

ت كت سس 

تعامج 3 قا 2 

جملا ما را از دو طرف برابری حذف کنیم» به دست می‌آید : 


۲ بجه ,۳ ره وه > 9-۶ 2 


۳۸ 


که در آن» ريشة ۳- - 2۱ ریش خارجی است. 
د) وقتی دو طرف معادله را؛ به توان عددی زوج برسانیم. مثلًه برای 
حل معادله 
2۵ ۴ + ۰۵+ ۶- ۷/۲۵ 


دو طرف برابری را به توان ۲ می‌رسانيم : 
۵ < ۲۴ - ۲2 +4 ۲۷/۲۲ + ۲ - و۳ 


اگر جملهٌ شامل رادیکال وا در سمت چب برابری نگه داریم و بقیةٌ جمله‌ها 


" را به سمت راست برابری ببریم و: دوباره؛ دو طرف برابری را مجذور کتیم» 
بعد از عمل‌های ساده به معادلةً درجه دوم 


» ج ۸۲۵ + ۱۷۰ - آ و 


می‌رسیم که دو ريشه دارد: ۱۶۵ < 7۱ و ۵ < 2۷ در اين‌جا تنها ۵ < 2 
ريش معادله است و ۱۶۵ < ۶ در معادله صلق نمی‌کند و ريشة خارجی 
است. 

م‌ وقتی از دستور مربوط به مجموع لگاریتم‌ها استفاده می‌کنیم. مثلاً 
برای حل معادلةً 


۰ < (۱ + 127+ (۱ - »)12 
به ثرتیب خواهیم داشت: 
۴ 7 ۱ 2-۱ زه < (۱ - )و1 


و ۷/۲ < 7 ريشة خارجی است. 


۳۹ 


در هرکدام از اين حالت‌ها؛ ضمن انجام عمل‌ها» دامن مقدارهای قابل 
قبول برای مجهول گسترش می‌یابد و. در نتیجه جواپ (یا جواب‌های) 
خارجی وارد معادله می‌شود. 

پیش می‌آید که» آزمایش جواب؛ دشوار» طولانی و خسته کننده می‌شود. 
در چنین حالتی» باید ريشة خارجی را با تجزبه و تحلیل جوابی که به دست 
" آمده است و در رابطه پا راه حلی که منجر به این جواب شده است» جست 
و جر کرد. به ویژه» اگر جواب در دامن مقدارهای قابل قبول برای مجهول؛ 
قرار ندارد» باید بدون آزمایش» آن را کنار گذاشت. بنابراین» پیدا کردن دامنة 
متغیر مجهول» قبل از آغاز به حل معادله» لازم است. 

ولی عکس این مطلب همیشه درست نیست. یعنی ممکن است جوابی در 
حوز؛ مقدارهای قابل فبول برای 2 قرار گیرد» ولی جزو جواب‌های خارجی 
باشد. اگر جوابی در دامن متغیر واقع باشدء به شرطی جواب خارجی نیست 
که. ضمن عمل‌ها از تبدیل‌هایی استفاده کرده باشیم که معادلةً مفروض را 
تغییر نداده باشد و به اصطلاح هر نبدیلی» منجر به یک هم‌ارزی بشود. 
اگر» یک تبدیل» معادله را په هم‌ارز خودش تبدیل نکند؛ ممکن است ريشةً 
خارجی وارد معادله شود و یا؛ برعکس» ریشه‌ای را باز چشم ما پنهان کند. 
مثلاء اگر با تبدیل معادلةٌ ه < 182 - 2(۲ع1): به معادلة » -< ۱ - #ع1 
برسیم دامتة متغیر؛ تغییر نمی‌کند (برای هر دو معادله» باید شرط ۰ < 2 
برفرار باشد)» ولی ضمن این تبدیل» جواب ماه » < 17 را از دست 
داده‌ایم. اين معادلی دو ريشه دارد: ۱ < 2۱ و ۱۰ < 2۲ 

گاهی؛ پیدا کردن دامنة مقدارهای قابل قبولٍ مجهول دشوار است؛ در 
این حالت آزمایش جواب‌ها (به خاطر تبدیل‌های احتمالی نا هم‌ارز) ضروروی 
است. 

باید توجه داشت که حمل‌هایی مثل لگاریتم گرفتن از دو طرف برابری» 
ضرب با تقسیم دو طرف برابری بر عبارت شامل مجهول» ممکن است محدودةً 


۲۰ 


دامنه را تنگ‌تر کند و» در نتیجه» جواب یا جواب‌هایی را از دست بدهیم. 

۱ خیلی‌ها نمی‌دانند. مجموعة جراب برای امعادله» در چه حالتی 
اجتماع در مجموعه ر در چه حالی. اشتراک دو مجموعه است. مثلاً 
برخی از دانش‌آموزان؛ مجموعة جواب را برای نامعادلة ۱ < "2 به صورت 
۱ < 7 می‌نویسند که بی‌معنی است. در واقع» مجموعةً جواب این نامعادله 
راء باید به یکی از دو صورت زير نوشت: 


(۱ < »یا ۱- > ۵) ,۱ < || 


۲ گاهی. در طرف نامعادله را» در عبارتی شامل مجهول ضرب 
می‌کنند تا نامعادله را از مخرج آزاد کنند. اين عمل را نمی‌توان انجام داد» مگر 
اين که از مثبت با منفی بودن اين عامل ضرب اطلاع داشته باشیم. در واق 3 
دو طرف نامعادله را می‌توان در مقدار مثبت ضرب کرد» ولی اگر دو طرف 
امعادله را در مقداری متفی ضرب کنیم باید جهت ثابرابری را تغییر دهیم. 
در طرف نامعادله را نباید در عبارتی ضرب کرد که هم می‌تواند مثبت باشد و 
هم منفی. مثلاًء ضمن حل نامعادلة 

۲2۳ 
ت بو 


> ۱) 


اگر دو طرف را در ۱ -- 2 (که از مثبت با منفی بودن آن اطلاعی نداریم) 
ضرب کنیم : 
۱ 2 <د ۴ + ۲۲ 
به چواب ۴- < 2 می‌رسیم که درست نیست» مثلاً ه << 0 در نامعادله 
صدق نمی‌کند» زرا منجر به نابرابری نادرست ۱ < ۳- می‌شود. 
برخی از دانش‌آموزان هم نامعادله را به صورت دستگاه: 


۱ < ۳+ ۲۵ 
اج ات بو 


۹٩ 


می‌نویسند که» نادرستی آن روشن است. 
برای حل اين نامعادله باید به این ترتیب عمل کرد: 


پرای این که کسری مثبت باشد» دو حالت پیش می‌آید. یا صورت و مخرج 
هر دو مثبت‌اند و یا هر دو منفي. یعنی به دو دستگاه نامعادله می‌رسیم : 


۰ ۴ 4 8 1 < ۴ + 8 
۱ - و ه ج< ۱ - 27 


در حالت اول به دست می‌آید 


۸۱ 
یت ۱ < 2 


(وقتی 2۶ از ۱ بزرگتر باشد» از ۴- هم بزرگتر است). و در حالت دوم 


۳ 
7 > 


پاسخ. ۱ < 2 یا ۴- > 9 
ولی برای حل نامعادلة 


۲ + ٩ 
2 +۵ 


< ۱ 


می‌توان؛ بدون نگرانی» دو طرف نابرابری را در ۵ + "2 ضرب کرد: 
۵+ و < ۱۹ + ۲۵ 


وف 


زیرا ۵ + 2۲ به‌ازای هر عدد حقیقی 2 مقداری مثبت است. مجموعة جواب 
این نامعادله عبارت است از 


۱-۰۷۵ > 2 >۱4+ ۵ 


۳ برای حل نامعادله‌های لگاریتمی: تعیین دامن متغیر ضروری است. 
نمونه‌ای را حل می‌کنيم. در نامعادلةً 


108۳ 1080/۲۵ - ۴2( > 


باید داشته باشیم : ۱ < ۴2 - ۰۲۵ زیرا در حالت ۱ > ۴2 - ۲۵ > ۰ 
مقدار (۴2--۲۵)مع108 منفی می‌شود و در نتیجه» (108۵)۲۵-۴2 1087 
معنای خود را از دست می‌دهد. پس دامن مثغیر عبارت است از ۶ > 2. با 
این شرط خواهیم داشت : 


:۲ > (۴۲2 - ۲۵)مع10 
۵- < و هه۱- < ۴۵ :۱۲۵ < ۵ > ۴۵ - ۲۵ 


پاسخ. ۶ > 2 > ۲۵-. 

۴ درک سطحی از منهوم قدر مطلق و مفهرم ريشة حسابی می‌تواند 
موجب اشتباه‌های گوناگونی: ضمن حل مساله‌ها» شود. در اين‌جا؛ برای آشنایی 
جدی‌تر با اين دو مقهوم اساسی ریاضیات دبیرستانی و برای جلوگیری از 
اشتباه در حل معادله‌ها نامعادله‌ها و رسم نمودارها؛ چند مسا ساده را با 
توضیح بیشتری حل می‌کنیم. 

مثال ۱. این معادله را حل کنید : 


| - ۳۱+ | - ۴-۱ 2 ۰ 


وی 


حل: ریشه‌های عبارت‌های داخل قدر مطلق را به دست می‌آوريم و اين 
ریشه‌ها را یه ترتیب صعودی (یعتی» از کم به زیاد) می‌نویسيم : 


۴ < 7۲ ,۲ < رت زه < ۴ حاو ره د ۳۲ - و 
مجموعة همه عددها را در سه بازه در نظر می‌گیریم : 
> ۴ ۴ > 2 > ۲ ,۳ > 2 


و در هریک از این بازه‌ها» به طور جداگانه» معادله را حل مي‌کنيم : 
۱ ۳ > 2. برای مقدارهایی اژ :2 که در اين بازه قرار دارند» داریم : 


و معادله به این صورت درمی‌آید: 
۳ج و چت ها ۰-1 ۴ بل و - ۳ 4 ل- 


۳ < 2 یکی از ریشه‌های معادله است» زیرا با شرط ۳ > 2 سازگار است. 
۲ ۴ > 5 > ۳. در اين بازه داریم : 


۴+ ۴۱ - | و ۳-۲-۳ - تا 
و معادله چنین می‌شود: 
و اج ۱ ۴ لو ۳ نو 


که یک اتحاد است؛ یعنی معادلٌ مفروض. به‌ازای هر مقداری از :2 که در 
بازة (۳,۴) باشد. برقرار است. 


وش 


۳ ۴ < 2. در این بازه داريم: 
۴- <|۴ - | ,5-۳ 2 |۲ - | 

و معادله به این صورت درمی‌آید : 
۴ و چاه - ۲۰-۱ و +۳ ون 


پاسخ. ۴ > 2 > ۲. 
مثال ۲. اين معادله را حل کنید: 


۰ 2 ۱- ۱۰(۲ - 2)/ 15 
حل. به ترتیب داریم : 
ک ودا ات | ح مغ 
اگر ۱۰ < 2۰ آن وقت ۱۰ - 7 < |۱۰ - | و در نتیجه 
۰ < وت چد ۱۰ < ۱۰ - و 
اگر ۱۰ > 2 آن وقت ۱۰ + 2- < ۱۰ - 2 و در نتیجه 
ه < 7 چ< ۱۰ عج ۱۰ 1 8- 
مثال ۳. این امعادله را حل کنید: 
2۶ > |۳۶ - ۱۴ 


حل. سمت راست نابربری» تنها وقتی از قدر مطلق سمت چپ بزرگتر 
است که داشته باشیم: ۰ < 2. تامعادله را می‌توان این طور نوشت: 


- ۲ > ۲-۳۸۶ > 


۳۵ 


0 


شکل ۱: 


- 


که می‌توان آن را به صورت دستگاهی شامل دو نامعادله نوشت : 


-۲2 > ۴۸ 
۲ ۳۶ > 2۶ 


از نامعادلهٌ اول به دست می‌آید ۴ > 5 و از نامعادلة دوم ۷ < 2 


۴ 
پاسخ. ۲ > 9 > چ. 
متال ۴. نمودار |۴ + 2 < ل را رسم کنید. 
حل. مقدار را می‌توان اين طرر نوشت : 

 ] 2+۲ ۵ < -۴(‏ 
(۴- > ه) ۴ مت 1 


اکنون باید نمودار ۴ + 2 < و را رسم و بخثی از آن را اشخاب کنیم که 
روی آن» داشته باشیم ۴- < ». مپس نمودار ۴ - 2- < ل را برای 
۴- > 7 رسم کنیم (شکل ۱ روشن است که تمامی نمودار در بالای 


محور 2/2 قرار می‌گیرد. 


۵ قضیه‌های مربوط به لگاریتم حاصل‌ضرب؛ خارج قسمت و توان 
- که برای عددهای مثبت ثابت شده‌اند - می‌توانند موجب گسترش دامن 


مجهول و يا محدردتر شدن آن بشوند. اگر * و ۰۷ عددهای حقیقی مخالف 


۲۶ 


صفر و؛ در ضمنء هم‌علامت باشند» آنوقت 

۱( | مع10 + || معها > (109,)۷ 

0( اقا مقع - تا معط 0 م15 
همچنین» برای هر عدد ۰ کوج و هر هدد زیچ س 

۳( اه رما« ع ("2) ,108 

و با شرط » و ۰2 ۱ ت و ه < ۷ برای هر عدد زوج : 
(؟( ت19 2 < ۸۷ 108 


چند مثال برای استفاده از دستورهای (۱) تا (۴) می‌آوريم. 
مثال ۰۱ اين عبارت را ساده کنید. و حاصل آن را به‌ازای ۴-- < 2 به 
دست آورید: 
(۲۱08:)۴2۲ - (چ) +108 < ۸ 
حل: داریم : 
< ۲۱۵۵۲ - ۲۱۵۵۳۴ - ۴ +108 - 2۲ +12 < ۸ 
|| 108 ۶ - ۳- 2 || ۱-۲-۸۱0۵ - |2| ۲۱08۲ < 
< (|۴ - |:۲10۵ + ۳)۱- 2 (|«| :۲08 + ۳)۱- < 
2-4 (۲ +۳۱ 


مثال ۲. این معادله را حل کنید : 
۴ - 2و1 


۷ 


حل. به ترتیب داریم: 


۰ [ه| :۲ > عاعا :۴ < اعاع(۷ 


پاسخ. ۱۰۰ تت رل ۱۰۰ عد بد. 
۶ دیده شده است که برای نوشتن جواب: وقتی دامنةٌ معادله» 
نامعادله یا تابع مورد نظر است» اشتباه‌هایی پیش می‌آید. مثلاً در تابع با 


ضابطة 
1 


رش 
به این ترتیب» عمل و استدلال می‌شود: 
۱) ۰ < 2 پس ۰ > 8؟ 
۰۲ < ۴+۵ پس ۴- < ت. 
بنابراین باید داشته باشیم ه > 2 پا ۴س < 2. 


این نتیجه‌گیری نادرست است و باید حواب‌های » > 2 و ۴- < ت را 
پا هم در نظر گرفت» یعنی اشتراک دو مجموعه از عددهای حقیقی « > 2 
و ۴- < و را پیدا کرد: » > 5 > ۴سر 

مثال . دامنة تابع با ضابطهٌ زیر را پیدا کنید : 


35-۵ 


2 -۴ 


ع| < ۷ 


حل. تابع وقتی معنا دارد که داشته باشیم : 


۵ ۵ - 2 
۷ < جد ه < 18 
2-۴ ۴- 2 
1 
1 زاب ۱ ۳ وق 
۴ و ۴ و 


۳4 


می‌بینیم؛ صورت کسر هميشه مثبت است (به‌ازای هر عدد حقیقی ۰43 
۲>ع| :۴ > اه > ۴ - او 


از آنجاء پاسخ به دست می‌آید: ۲ > 2 > ۲-. 


سس 


۳۹ 


۲ مثلثات 


در این‌جا هم در جدول ۲ در ستون دست راست» عملی با اشتباه و 
در ستون سمت چپ عمل درست آن داده شده است. وع اشتباه و دلیل آن 
را پیدا کنید. 


تس و: ۹ 
ب کاب و رز ب تشد 


۲۶ وه ۲ مد 


۵ آهم که + وه آهنه آ گید اجا ع ه آممه ام +ه آهنه اد 
ِ عم + له ف ره 


۳ 1 
2۳3 + 


2 5۵22 ۲ 2182 
03 
- وم +9 


2502 7 8 
0 ۰ 

وم + و - موه ۵ +۵ 

1 1 

۰ - سس 

2[ 2 2 

واه جح وزو وزه 

۲ ۲ ۴۲ 

وی جع دزه ۲ ع ع۵ دزد س ۷۶ جند 


<« - ۷ 


۲۶ مه > ده دنه - ۷۵ ماه 


ه طاوس ۱ ع و وله - 5 مادک (ه - )زو هم > (ه - ) جء 


اکنون به توضیح بیشتر دربارُ بعضی اشتباه‌ها می‌پردازيم. 
۷ پیش آنده است که نماد‌های 2 له 2 609 توا و 2 نام به 


صورت ضرب در نظر گرفته شده‌اند: 
ام رت ۰ وا رقدوی بط طله 


۵۰ 


و در تتیجه اشتباه‌های ناهتجاری از اين گرنه بخ واده است: ۰ 


1 ۰ ۱ ۲2۶ 510 
21 910 - 8107 < (2 - )810 اوح سسست 
۲ تیان 
:(8 + ماع > 8و۰ + معا 
(۱۰ - ۲۵ )جزو 
۳ 


۸ اشتباه‌هایی که شبیه جبر» در ساده کردن کسرها پیش می‌آید. مثل 
۱- 0 609 + :۵ 817 0" 
0 10 
۵ ورو + ۲۵ وله + به وله 
:۵ + ,۲۵ وم + ۵ ومع 


(۵ - ت#)طزه < 


< ۱٩ 609 0 - ۱ << 609 07 


2۳ + 0 4 ,وا < )۲ 


خودتان روشن کنید» برای ساده کردن این کسرها» چه اشتباهی رخ داده است؟ 
۹ عدم توجه به اين که لگاریتم عددهای منفی؛ بی معنی است و 
تلاش در اين زمینه که برای محاسبه یک عبارت پا حل یک معادله مثلثاتی» 
از جمله‌هایی مثل ۵ ددع[ پانه 1005 استفاده شود در حالی که انتهای 
کمان ۵ در ربع دوم دايرة مثلثاتی باشد. هميشه از جمله‌ای می‌توان لگاریتم 
گرفت که به مثبت بودن آن اطمینان داشته باشیم. 
۰ بسیار دیده شده است که دانش‌آموز؛ ضمن محاسبه» نوشته است : 


زو هو ( مه ع و وزو ۷ 
# و + 2 صاو > 2(۲ و0 + 2 هصله) ۱ 


و از یاد برده است که مثل جبر؛ ريشة حسابی یک عدد. وقتی فرجه رادیکال 
عددی زیج باشد. هميشه مثبت است. در وافم باید نوشت: 


([ بش ای ماد دبای اوه باشد) "۳ ۱ |« عنه | > ته آهرزه/۷ 


([ وی اتهای کمان ۰ دز ری‌های سوم و چهنیم باشد )2 110و 


8٩ 


( انتهای کمان 2 در ربع اول یا سوم ) تع 
۳ اج 
( اتهای کمان 2 در ریم دوم یا چهارم ) «ع- ام 2 03 


اه عم + « هلو | > ۲(ع وم + عصنه)/۱ 


برای این‌که حاصل این عبارت را» برای مقدارهای مختلف 2 بدون نماد 
قدر مطلق بنویسیم» به چند نکته توجة می‌کنیم : 

۱) سینوس و کسینوس, وقتی انتهای کمان 2 در ریم اول دایر؛ مثلثاتی 
باشه. مثبت‌اند و وقتی انتهای کمان در ربع سوم دایرة مثلثاتی باشد: 
منفی‌اند» بنبراین 


وم + و زو < ۲( وم + 2 صند) : انتهای کمان 2 در ربع اول 


۲( وم + ه طلو) ۱ انتهای کمان 2 در ربع سوم 


ز(2 608 + 2 طژو)- - 


ولی رقتی انتهای کمان 2 در ربع درم دایرهٌ مثلثاتی باشد. در این حالت 
مقدار 2 لو مثت و مقدار 7 005 منفی است. در نیمه اول این ریع» قدر 
مطلق سینوس» از قدر مطلق کسینوس بزرگتر و در نيمه دوم اين ربع» قدر 
مطلق کسینوس از قدر مطلق سینوس پزرگتر است (بگویید چرا؟). بنابراین 
3 + 2 510 در نیمه اول ربع دوم دایره مثلثاتی مثبت و در نیم دوم آن 
منفی است. 

به همین ترتیب می‌توان نتیجه گرفت که 2 605 + 2 صذه» در نيمه اول 
ربع چهارم منفی و در نیما دوم آن» مثبت است. با جمم بندی آن چه گفته 
شد» می‌توان نوشت (کمان :2 راء در یک دور داير؛ مثلثانی در نظر گرفته‌ایم) : 


2(۲ همه + 2 صنف) ۱ 


« وی + 2 «رو 


۴ 5 
( > > گ (2 وم + 2 «[و)- 


یادداشت. برای مقدار |2 وم + 2 طنو| می‌توان از تجزية عبارت 
داخل قلرمطلق استفاده کرد. داریم : 


2 - )هه + وه - همه + عون 
7 7 7 
سس ۴ نت نت وژو ۲ < 
3 ) ه ۲ ) هچ دنه 


۷ مقداری مثبت است. باید ببینیم ( ت ۰( 5 به‌ازای چه مقدارهایی 
از 5 مثبت و به‌ازای چه مقدارهایی از 2 منفی است. کسینوس» وقتی مثیت 
آست که انتهای کمان در ریع اول یا چهارم باشد؛ یعنی برای مثبت بودن 
( «( 5 باید داشته باشیم : 

۳7 


و 7 7 چ 2 
۲ ۴ ۲ 


3 ۲ ۷ 
(کمان 2 را در یک دور دايرة مثلثاتی و از - تا در نظر گرفته‌ایم). 


به همین ترتیب» برای منفی بودن کسینوس باید انتهای کمان آن درربع‌دم 


یا سوم باشد: 
تت 9 ۳ 7 
ی ی بات کت 2 
به این ترتیب 
(چ >« > ؟- و6082 + 2 لو 
< |2 وم + و ملو | 


۷7 ۳7 ِ 
(چ >> «(2 609 + 9 طع)- 


و 


۳ 
۵ 
4 
۳۹ 7 لا 
- واه ی 


گ 


ماه 22 
۲ 


شکل ۲ شکل ۳ 


و این همان جوابی است که قبل از اين؛ پیدا کرده بودیم. 
بسیاری از کسانی که می‌توانند نمودارهای 


امه < لا ,جوا ع لا ,وی < لو رو طله ع ن 
را رسم کنند» از عهدة رسم نمودارهای زیر برتمی‌آیند: 
۱ 
+ تا > ۷ ,(۱ - ٩۵)‏ < لا ,ده دی < ب رد طله ۳ > ب 


اغلب دیده می‌شود که می‌گویند: برای رسم نمودار ۲۵ طّه < لژ باید 
نمودار 2 513 < ۷ را در اختیار داشت و؛ برای روش رسم؛ این راه را پيشنهاد 
می‌کنند: «برای رسم نمودار ۲۵ «5 < بل باید نمودار 2 51۳ < ل را در 
طول محور 22 تا دو برابر باز کرد و برای رسم نمودار 5 > باید 
تمودار 2 50  <‏ را؛ در طول محور 22 جمع کرد» به نحوی که هر 
فاصله به نصف خودش تقلیل پیدا کنیده. 

این بیان درست نیست. نمودارهای ۲2 52 < ل و واه در 
مقایسه با نمودار 5 510 -- ل» در شکل‌های ۲ و ۳ داده شده است. 

سفارش می‌کنيم» دربارةٌ تبدیل نمودارها و نتیجه گرفتن یک نمودار از 
روی نمودار دیگر (چه در چبر و چه در مثلثات) بیشتر بیندیشید و پیشتر 
تمرین کنید تا دچار اشتباه نشوید. در # طه > ل و ۵2 طلو < بل هیشه 


و 


شکل ۵ 


مقدارهای ماکزیمم و می‌نیمم نسبی با هم براپرند (۱+ و ۱-) بنابراین» 
نمی‌توان گفت اگر دو سمت یکی از نمودارها را به راست و چپ بکشیم و 
نمودار را باز کنیم» نمودار دیگری به دست می‌آید. 

۳ تصور نافض دربارة قدر مطلق؛ موجب رسم تادرست نمودارهایی 
می‌شود که معادلهٌ آن‌ها» شامل قدر مطلق است. دیده شده است که نمودار 
ا«عا| < ۷ را به صورت شکل ۴ رسم کرده‌اند» در حالی که تمودار درست 
آن به گونه‌ای است که در شکل ۵ دیده می‌شود. 

۳ معمول است که برای حل معادله‌های مثلثاتی» مقدارهای قابل 
قبول متفیر (یعنی دامنه) را از یاد می‌برند که یکی از علت‌های پدید آمدن 
اشتباه است. مثلگ برای حل معادلهً 


۶ صلو ۴ ع< جع - ۳۲۲و 


به‌ترتیب می‌نویسند : 


2 0 ۳۸ 6۵5 - 7 و60 ۳2۲ جررو 


21 ۴۹1۲ < 
۳۲ و6۵ 
2 2 10و 
و [[[ع ۴ نت 
۳۶ 09 


:5 2 وم 2 وه ۴ ع< ۲2 طه 
(۳۵ 605 ۲۵ جزه ۲ > ۲2 مرو 
وه < ۴2 و60 ۲2 « ۲ - ۲2 رو 


ز» < (۳ ۲609 - ۱ واه 
و از آن‌جا نتیجه می‌گیرند: 


۱ 
((2 > ) باب < و چد ه > ۲۵ طاو 


7 ۱ 
< 609۳2 چ> ه < ۲60۶۲۸ - ۱ 


7 ۲ 
(2 6 )+ < 7ب > » 


۳ از ۲ 
پاسخ. نت ِ ۱ و ج ۳ وت > 27 ( 6 6). 
۲ ۱ و 2 
اين پاسخ درست نیست. نس > 2۱ بهازای مقدارهای فرد ) 
جواب معادله نیست» زیرا 182 و ۰۲8۳2 معنای خود را از دست می‌دهند. 
اشتباه از این‌جا سرچشمه می‌گیرد که دامن مجهول‌ها معین نشده است 
(۱3 +4 (۲) و 2,2 > 7). پاسخ درست مساله چنین است : 


7 ۲ 
7ب < 9۲ ,7۲ < 5۱ 


۴ دیده شده است که دانش‌آموز» شرط مساله را برای حل معادله در 
نظر نمی‌گیرد. به این مساله توجه کنید: 

مساله. معادله ۱ > »دوه - 0۵ را؛ با شرط چ > ۵ > » حل 
کنید. 


ع۵۶ 


دانش‌آموز» ردیف این عمل‌ها را انجام می‌دهد : 


2 ۳ ۲ 7 
۶ < - رو +4 - 609 - - 09 
۳ ۲ ۲ 


و از آن‌جا نتیجه می‌گیرد 
+۲۲۲4 - و بگ+ جاح زه > > 009 ۱ 
زد ۲۳۲ - < بط گم زه ع وه ۱-۲ )۲ 
۲ 
د ۲۸۲ < و 


پاسخ. +(۱ +۱6) ع ره گ + (۶۷۱) - «ع( 9‏ ۶). 
دانش‌آموز؛ شرط مساله؛ یعنی 7 > 2 > ه را از یاد برده است. 
عمل‌ها درست» ولی پاسخء نادرست است. در وافع اين معادله با توجه به 
شرط آن» جواب ندارد. 

۵ در حل معادله‌های مثلثاتی؛ اشتباه‌های گوناگونی رخ مي‌دهد. 
جواب خاص به‌جای جواب کلی نوشته می‌شود يا برعکس» کمان به جای 
عدد می‌آید یا برعکس و ۰۰۰ مثلاً 

۱) برای حل معادلة 


۰ < 7 608 - 7 وزو 


2۲ 


جواب چ < » به‌جای ‏ + 7 - نت می‌آید؛ 


۲) خیلی‌ها. جواب معادلهً 
۰ < (2 - ۴۵۲)وم 


۳ .۹ ح< 2 - ۴۵۲ به جای ۴ + ۱۸۰۲ < و - ۴۵۳ می‌نویسند ؛ 
۳ پرای معادلةً 


۳ - «وا 


مقدار چ + ۲۸ < ت را به جای چ + 7 > 2 می‌گیرند؛ 
۴) جواب کلی معادلهً 
۱ 


918 2 < - 
۳ 


را به صورت 6۲ + جمنهه(۱-) 2 به‌جای 
+ ۱۳۶-) < 5 یا ۶ + ده (۱-) < 7 می‌نویسند؛ برای 
این‌که اشتباه‌هایی از اين گونه پیش نياید؛ باید جواب معادله‌هایی را که در 
جدول سرم (صفحه بعد) آمده است به باد داشت. 

در همه این دستورها» ‏ عددی است درست : 7 ع :. 

یادد‌اشت. جواب کلی معادلة 7۰ < » 5 را به این صورت هم 
می‌توان نوشت : 


7 < ۲7۲ + ۰ 
2 ع<‎ )۲۸ ٩+ ۱(7 - 


۵۸ 


«صنمه‌ته۱(۴-) + ۲ > و 
مج 1 ۲۲ < بو 
اند + 7۲ و 

+ 1۲ د 2 
< و 


+۲ - وه 


۲۲۲-5 < و 


5+ جع و 
۲ < و 


+ ۲۸۷۲ < و 
ماع و 


» < +5 


۱ > - 7 عد 2 517 
> 6 - ,17 < 5 05 
0 6 ۰ برع 2و1 
۳ 6 ۶ ,9 ع 2 اه 
۰ < و ره 


<< 7 وه 
۱- < 7 910 


ف 05 


2۱ ۰085 
۱ < 2 609 
۰ < 7عا 


۰ < 7 اه 


چند نمونة دیگر از نتیجه‌گیری‌های اشتباه در حل معادله‌های مثلثاتی : 


۳ 
۵) چوذ ۲ 


» "هه پس چ ‏ ۲:۲ ع وه 


جواب درست معادله : ِِ < و: 


۶ از معادلة ِ < 2 608۲ به دست آمده است : 


7 
تِ وک 
ع 7 2 


جواب درست : ۳ ۱8 


۷ چون ۳ < ۵۲2 پس ۷۳ < معا و ج + ۲۸ < وه 


2۹ 


جواب درست : ۲ < عوا و ج 3 1 - ۳ 
برای اين‌که اين گونه اشتباهها پیش نیاید» جدول سوم را برای چند معادله 
مثلثاتی دیگر ادامه می‌دهیم. 


جوابٍ 
| مهد ۲ 2 | ۱ > > ه به ع 7 وله 


»مه 2 7 2 | ۰۷۱ > ۰ بو < 2 آومه 
لته ط جع و« » <ع ه ع وا 
۵ 1 ۲ > 2 ۰ <ع و 2 و انا 


۶ عادی‌ترین اشتباه. ضمن حل معادله‌های مثلثانی» تقسیم همة 
جمله‌های معادله» به عبارتی است که شامل مجهول باشد. در نتیجه» 
ریشه‌هایی از معادله از دست می‌رود. مثلثٌ اگر ضمن حل معادلهةٌ 


۶ 1 27 وم < (۱ - ۲۲ طل5 2)۲ و0 
دو طرف معادله را پر 2 005 تقسیم کنیم؛ به معادله 
0 < ۱ - ۲2 جزو ۲ 


می‌رسیم که» در واقع» جواب حاصل از معادلهٌ ه < 7 09 را از دست 
دادمایم. در حالت اول - که دو طرف را بر 0092 تفسیم کردیم - جواب 
+ 87 < ه به دست می‌آید» در حالی‌که جوا درست معادله چنین است : 


(69 ) 5+ مه رگ + ما و 


۷. گاهی. معادله‌های مثلثاتی را از راه‌های نامتعارف و طولان 
هی نی نی 
می‌کنند. به چند نمونه توجه کنید. 


۶۰ 


۱) معادلةً 
۰ عد 6096 + 2 طزو 
در آغاز به اين ضورت نوشته می‌شود: 
9 (ء-ّ) هه + و ماه 
و سپس» مجموع دو سینوس» به صورت ضرب تبدیل می‌شود: 
و ( -ع وم < هزه ۲ 
۴ ۴ 
که در نتیجه. منجر به حل اين معادله می‌شود: 


ق 
و ات 5 
۴ 0 
این راه حل» نادرست نیست. ولی راه حل بسیار ساده‌تری وجود دارد. در اين 
معادله 2 609 مخالف صفر است (چرا؟) پتابراین می‌توان دو طرف معادله 
را بر 2 608 تقسیم کرد که به ترتیب» به دست می‌آید : 
۰ < ۱ + 2و 
(- < ۱22 
7 
(2 ]6 ۳ - 7۲ 2 
یادداشت. هر معادله را که نسبت به 2 50 و 0052 همگن یا متجانس 


باشد. می‌توان به همین ترتیب حل کرد. معادله‌های زیر نسیت به 2 510 و 


2 همگن‌اند : 


)۱( » < و وم ۲ - 7 دژه ۲ 
)۲ 7 2 طزه ۵ < 2 آوی ۳ + 2 آوزو ۲ 
)۳ ۶ "وم 2 جزه ۲ عد ج آوم ۲ + آورژه 


۶٩ 


معادله‌ای را نسبت به 2 818 و 2 005 همگن گویند که» همه جمله‌های آنء 
نسبت به 7 518 و 7 605 از یک درجه باشند. 

در معادلهٌ (۰)۱ همه جمله‌ها سبت به 51۳8 و 2 008 از درچه اول» 
در معادلة (۳) از درجة دوم و در معادلة (۳) از درجة سوم‌اند. 

برای حل معادلةٌ (۰)۱ دو طرف برابری را بر 2 608 تقسیم می‌کنيم : 
3 8 + ۲ عد و زه < ۲ - و۲۱۵ 


برای حل معادلهٌ (۰)۲ دو طرف برابری را بر 2 0097 تقسیم می‌کنيم : 
زه ‏ ۳ + 2و۵ - ۲۷۵۲2 زموا۵ < ۳+ ۲۱۵۲2 
5 < 2عا ,۱ < 2و 
(3) تج +4 ۳ < و رگ +ج و 
برای حل معادلةٌ (۰)۳ که معادله‌ای همگن نسبت به سینوس و کسینوس و از 
درجهُ سوم است؛ دو طرف برابری را بر 2 005۴ تقسیم می‌کنیم: 
۵۵۰ > ۲ + 12 
زه د ۲ + ۳۱۵۵ - 2و1 
وه - (۳ + ۲:۵۵-) + (معا - علوا) 
زه ‏ (۱ - و۲۲۷ (۱ )و۹ 
به ‏ (۳ - جوا + 2« آع)(۱ - تو۱) 
ز» < (۲ + عوا)(۱ - «وا) 
(۲-)عاهجد +4 ۲ > 2 ‌ + ۲ < و 


و 


توجه کنید: معادلة 
( » > 8 + و وم و وژوه + 2 وف + ۵ آمزه ه 


به ظاهر همگن نیست. زیرا جملة 4 از درجةٌ صفر و دیگر جمله‌ها از درجهٌ 
دوم‌اند (سبت به سینوس و کسینوس). ولی اگر توجه کنیم که عدد 8 را 
می‌توان به صورت 
2 "م4 + 2 آوزه 4 
نوشت؛ برایمان روشن می‌شود که معادلة (۴) همگن و» سبت به 2 طله و 
27 09 از درجةٌ دوم است. 
۲) می‌توان برای حل معادلهٌ 


3 ۶ 


تّ + ۳ تام + و او 


2 وی 


در اين جهت تلاش کرد که همه جمله‌ها را به سینوس تبدیل کنیم : 


605 


7 
‌ 2 + ج ]مه : ‌ 
۵ هه - و ومع _ ) 3( ره هه ۵ وم + 2 زو 
۷ )7 ۲ ۲ 
2 "و (۰+ج) جنه ‏ 2 008 وم 


سپس همه کسینوس‌ها را به سینوس تبدیل کرد و غیره. 
در حالی که معادله خیلی ساده است و با تبدیل همه جمله‌ها به 22 
به این صورت درمی‌آید: 


:۱-۵۳2 < ۷82+ و۱ - ۱۲ +۱ 
ه د 2ج - 2 او 


معادله‌ای درجه دوم و ناقص که به سادگی حل می‌شود. 


۳ 


برای این که راه حل درست و کوتاه معادلة مثلثاتی به هست آید» پیش 
از هر چیز باید قضیه‌های مربوط به برابری دو تابع مثلئاتی هم نام را بدائیم. 
شرط‌های لازم و کافی برای برابری دو تابع مثلئاتی هم‌نام چنین‌اند: 

2 8[ < ۵ ۰518 به شرطی که 


- 8 - ۵ یا (۱ +۲۸) < 8 +4 ه 
۴ 8 ۰05 < 0 ۰608 به شرطی که 
۲ > 2 + » يا ۲۲ < 0 -ه 
۳ ۱8۵8 وا به شرطی که :1 < 8 - ۰0 در ضمن 
نگ( +۲۸ و۵ ,۱(3 +۲) #۶ 
۴ 8 0 < ۵ ام به شرطی که :1 < 8 -ه و 
و ۵ ر و به 


کسی که از اين قضیه‌ها آگاه نباشد» معادلةً 


_ (۵ + ۵۵)عا 
(۵+ ۳۵)وا 


را» مثلاً به این توتیب حل می‌کند: 
تب ۵واد ۱-۳ . ۵۵ + ۵و۱ 
۵ + ۵۲2 ۲۵۵2۷2۵ -۱ 
که ادامةٌ آن و رسیدن به جواب» چندان ساده نیست. 
ولی اگر معادله را به اين صورت بنویسیم : 
(۵ + ۳2)ع! < (۵ + ۱2)۵2 


۶۴ 


به سادگی به دست می‌آید : 
رجا - (۵ + ۳۵) - (۵ + «۵) 
۷ 
اج < « 

۸ تجربهٌ امتحان‌ها نشان داده است که دانش‌آموزان اغلب برای حل 
معادله‌های مثلئاتی» از تبدیل حاصل ضرب دو تابع مثلثانی به صورت مجموع» 
پرهیز می‌کنند و راه دیگری را برای حل معادله انتخاب می‌کنند که منجر به راه 
حلی طولانی و غیر عقلانی می‌شرد. در حالی که؛ بسیاری از معادله‌هاه با 
استفاده از دستور تبدیل ضرب به مجموع به سادگی حل می‌شوند. 

" مدال ۱. این معادله را حل کنید: 
۱ 
- - ۲ طاو 7 517 
۲ 
حل. با استفاده از دستور 
۱ ۲ 
[(8 + )دم -( - ده ۵ «ذه به زو 
معادلةٌ مفروض. به این صورت درمی‌آید : 
۱ ۱ 
+- < (۴2 609 - ۲ 608)- 
۱-2۲ ۳۹ 
وه < ۱ - ۲2 و - ۷۲2 وم 
:۰ > (۴2 وم +۱) - ۲2 09 
زه < ۲2 آوم ۲ - ۲۲ ومع 
» <- (۲2 08 ۲ - 05۲2/۱ 


که از آن‌جا نتیجه می‌شود : 


۱ 
5+ ماد دوه چگ + و۲ ج ه < و۲ وم (۱ 


۵ 


پاسخ. ۲6+۱(5) < ه 
زج و ج گید م۲ - و۲ ج چ < ۲2 مه ۳ 
پاسخ. ۱(۶ + ۶) < » 
. مثال ۰۲ این معادله را حل کنید: 
۵ ره عم واه 3 ۳2 09 ۵2 طزو 
حل. از دستور 
[(8 - به)جزه + (0 + سم 2 2 09 ۵ ماه 
استفاده می‌کنيم؛ معادله به این صورت درمی‌آید : 
(۱ - دوم (۲۶ وله + موم 
که پس از ساده کردن؛ به معادله‌ای ساده می‌رسيم : 
با دوع ج ۲-3 و۲ ج ۱- < ۲2 ط[ 
پاسخ. (۱ -  )۲۸‏ » 
مثال ۳. اين معادله را حل کنید : 
2 << ۲2 ۰05 2 0۵ 
حل. با استفاده از دستور 
[(8 - به)9» + (8 + هم ۰088 :609 


۶۶ 


به دست مي‌آید: 


۱ 

۳2 05 < (2وم» + ۳2 0۵ع)۲ 

408 ۲۶ < 2 

۲ - ۴2 چ- ۲۸۲ < ه + ۳۰ ۱ 
۱ 

2 < #۲ 

۲ ۲2 - 2 < ۲۰۲ << ۲2 - 7 


1۲ < ۲ 


جواب 7۰7 < 2 در بین جواب‌های سِ > 2 وجرد دارد (به‌ازای 


<- ). بنابراین می‌توان جواب معادله را چنین نوشت: سس << 9 
٩‏ بعضی از معادله‌های مثلثاتی را باید به طور غیر مستقیم و با 
استفاده از پرخی نکته‌های ظریف حل کرد؛ و در همین جاست که خیلی از 
دانش‌آموزان دچار دشواری می‌شوند. دو نمونه می‌آوریم. 
متال ۰۱ این معادله را حل کتید: 


91۲ ۴2 608 ۱۶۶ < ۱ (۱) 


حل: بیشتر دانش‌آموزان؛ گام نخست را برمی‌دارند» عبارت سمت چپ 
معادلهٌ (۱) را به مجمرع تبدیل می‌کنند و به دست می‌آورند: 
۵9 ۲ - ۱۲ وزو - ۲۰2 طرو 
ولی از این‌جا به بعد درمی‌مانند و نمی‌توانند آن را ادامه دهند. ولی اندکی 
دقت در برابری (۰)۲ روش ادامةٌ حل را مشخص می‌کند. از آن‌جا که می‌دانیم 


رض 


۱ > هطه ک ۱-. بتابراین؛ تنها در حالتی» برابری (۲) می‌تواند برقرار 
باشد که داشته باشیم : 


زارد 


۱ < ۲۰ «رو 
ات < ۱۲۵ جرد 


به اين ترتیب» حل معادلهٌ (۱)» منجر به حل دستگاه (۲) می‌شود. توجه 
کنید: (۳) یک دستگاه است؛ یعنی جواب باید در هر دو معادلةٌ دستگاه 
صوق کند؛ جواب معادلٌ (۰)۱ عبارت است از جواب مشترک دو معادلهةً 
دستگاه (۳). مجموعةٌ جواب واه برای هریک از معادلههای دستگه (۳) پیدا 


می‌کنيم : 
۱ 
(2 6 ۲۳) رب + مت و ج + ۲۲ و۲۰ (۱ 
7 ی وی ۲ 
) 6 ) چب - ۲ < » 77 ۱۲۵ ( 


توجه کنید: به عمد؛ جواب یک معادله را بر حسب 7 و جواب دیگری را 
بر حسب ۲ نوشته‌ايم» زیرا وقتی ۲70 عدد درستی را اختیار کند» 7 ناچار 
نیست همان عدد را پذیرد. مثلاً می‌توان ۶ 9 و ۴ < 7 گرفت که دز 
این صورت به دست می‌آید : 


ار( 
۸ ک‌ ۴۰ ۵ 

- ۱۶۲ ۳ 
۳ ِ یک ۴ رک برز(۷ 
۸ ۳۴ ۳۴ ۳ 


یعنی ۵ < 2 (که در هر دو معادلً دستگاه (۳) صدق می‌کند) عضوی از 
مجموعٌ جواب در معادلهٌ (۱) است. 


۶۸ 


حل مساله. را :نبا می‌کنيم. برای این‌که» دو معادل دستگام (۰)۳ 
جراب‌های برابر. داشثه باشندء باید داشته باشیم : ۰ 


و اگر در اين برابری» را بر حسب 7 به دست آوریم: 


- ۳۲ 
ی 
۵ 
عددی درست است» بنابراین باید (۱ - 7) بر ۵ بخش‌پذیر باشد» یعنی 
داشته باشیم : 
(2 ع 6) ,۱ + :۵ > 0« 
به اين ترتیب» برای :» به دست می‌آید: 


۲ ۵4۰ ِ 


ون بت 4 _ 
ی و ی ۳ و 


1 
» - )۲۸+ ۱(۶: ) 6 2( 


و اين» مجموع جواب» برای معادلهةٌ (۱) است. 
معال ۲. مقدارهای :2 و ۷ را از معادلة زیر پیدا کنید : 
هم < ٩‏ - و وم ۸ - 2 29 ۴ + ۲ وم ۴۲ - ۲۵ وم 


۹ 


حل. در اين مساله؛ به‌جز راه حل؛ دشواری دیگری هم برای دانش‌آموزان 
پیش می‌آید. چگونه می‌توان با در دست داشتن تنها یک معادلی مقدارهای 
دو مجهول را پیدا کرد. 

معادله را؛ به ترتیب» به ابن صورت تبدیل می‌کنیم. 


زه < -٩‏ ۸60۵ - و وزو ۴ + (۱ - ۱ وم ۴)۲ - (2 هه ۲ -۱) 
وه < ۴ - ومع ۸ - و زو ۴ + و آوم ۸ - و آوزو ۲ 
چم < ۲ + رزوی ۴ + و طزه ۲ - ن آومی ۴ + 2 دنه 


» - ۱(۲ + نومه ۲) + ۱(۲ - تصنه) 


مجموع دو مقدار غیر منفی برابر صفر شده است؛ بنابراین» تنها به شرطی 
برابری برقرار است که داشته باشیم : 


۱ 910 2 - ۱ > » 

۰ < ۱+ و و ۲ 

معادله. منجر به یک دستگاه شد؟ از معادلهٌ اول دستگاه» مقدار 2 و از 
معادلةٌ دوم آن. مقدار 8 به دست می‌آید. 

پاسخ. +۱۳۰۰ < هو 3 ۲۳۳ < [ (2 6 و 2 6 ۷). 

۰ عدم مهارت در تبدیل یک عبارت مثلثاتی به ضرب. موجب می‌شود 

که نتوائیم پاسخ را؛ به اندازءٌ کافی ساده کنیم؛ اين وضع بیش از همه 
ضمن حل مساله‌های هندسی پیش می‌آید. 

مثال. فرض کنید» در مساله‌ای» برای سطح جانیی یک هرم» به اين 

پاسخ رسیده باشیم : 


(قواه جنه + معا 6 هه + موه 6 جنده هزه + و86 هنه مه هنم 


و 3 


۷۰ 


ساده نکردن این کسرء به معنای آن است که؛ حل مساله راه در نیمه راه رها 
کرده باشیم. در این‌جاء این کسر را ساده می‌کنيم : 


۱ ۳ ند + قوه ]102 
7 820 3 مس 


نت جوا هه ه مزه ۲ فّ 
۱ ۱ همطل 8 هه 
60898 ومع م ومن ‏ ار 
ت‌ 7 919۵ ۲ 
۸ 0090 

به وم +4 0 ومع + 0 دمم به هه + بو ومع 2 له _ 
۵و 

+( - ۰ص( - "مهن +[۱ +( - ٩۰۳‏ )عم( - "مامت 2۳ 
ی ۳ 

+( -0] "وم ۲ . (۶-) و (*-) ۲0 1 
ت_ 
3 ۳ ۵۲ ۲ . ۸ - 0 دم ت ۳ زو ۲ + 

5 دوه دزه 

(۰-4] رت (۶- ۰ وم ۲۶۲ 
۲ ۲ 5 
۵ 8 واه ه وژه 5 


+ 5 ِ 0( هه 2 ۳( سا ۷ 
۳ [ " 0 ۰ 5 0 جنو + 


۷۹ 


اه ۰ ۱ 
3 ۳( 5 3 0 وم ۲۵۲ ۳ 


2 ملو به طژه 


8 ت 4 
۴۵۳-1 ۴۵۳-4 
3 ۵ ۳ ۵ هن 


4 0 2 ۰ وی 3 ۳ وی ۷۸۵۲ 


۲ 
و هو 
۱ به ویژه دریارٌ حل نامعادله‌های ساده مثلثاتی» دشواری‌هایی برای 


دانش‌آموزان وجود دارد. 


مثال‌ها 

۱) جواب نامعادلهٌ ه > 7 910 به صورت ۱۸۰۳ < :2 نوشته می‌شود 
نادرستی این جراب روشن است. دانش‌آموز» یک دور دايرة مثلثاتی را ر 
ذهن خود داشته و با نوشتن این جواب می‌خراسته است بگوید که انتهای 
کمان 2+ باید رد ربی‌های سوم و چهارم دايرة مشلثاتی باشد؛ ولی مگر ۴۰۰ 
درجه پا ۵۰۰ درجه از ۱۸۰ درجه بزرگتر نیست؟ در ضمن ۴۰۵۳ له یا 
۰ ۵ مقداری مثبت است و نامعادله را نقض می‌کند. " 

برای این که جواب این نامعادله را بنویسیم» در آغاز جواب‌هایی از 2 را که 
با شرط ۲۲ > » > ۰ سازگارند پیدا می‌کنيم؛ به نابرابري ۲۶ > 2 > 
مي‌رسيم. سپس مجموعهٌ چواب‌های 2۶ را با اضافه کردن ۲7 به دست 
می‌آوریم : 


۲۲ +۲ > 2 > ۲۳ ٩+ ۲7, )6 6 2( 


۲) دیده شده است که» برای جواب تسده لا < 7 910 می‌نویسند : 
< 2 


۷۳ 


۸3 ی 
بینیم» جواب صحیح کدام است؟ برای 7 < 7 810 با شرط 


7 > 7 > ۰ داريم: 


۳7 7 
تست تن 
21 : ۲ 
بنابراین؛ برای 7 < 2 طلی با شرط ۲ > 2 > ۰ خواهیم داشت: 
۳ سس 
۲ ۳ 


و یاه پرای مجموعة هم جواب‌های نامعادله 
۳7 7 
(7 6 ) رب ۲۳4 > 2 > +۲۲۲ 


با رسم نمودار 5 517 < بل جواب امعادله را روی نمودار نشان دهید. 

۳) نامعادلةً ِ» < |2 صذه | معمولاً در ورقه‌های امتحانی؛ حل نشده 
باقی می‌ماند. این نامعادله را» مثلاً می‌توان این طور حل کرد. ابتدا نموار 
اه عنه| < ن را رسم می‌کنيم (شکل ۶). روی شکل دیده می‌شود که باید 
مقدارهایی از : را در نظر گرفت که برای آن‌هاء داشته باشیم : 


(2 6 6) رگ + >> 2+ 


۲ دانش‌آموزان می‌دانند تابع متناوب یعنی چه و دورهٌ تناوب چیست! 


با وجود اين؛ ضمن حل مساله‌ها گاه در پیدا کردن کوچکترین دورة تناوب 
در تابع‌های مثلثاتی دچار اشتباه می‌شوند. مثاگ» دوره تناوب تابع 


1 < ۰۵05 ۵2 - 0 


۷۳ 


. را» به این ترتیب تعیین می‌کنند : 


برای ۵2 ۰609 دورهٌ تناوب ۱۰7۲ -< 47۱ 
برای ۲2 طذف دورهُ تناوب ۴۲ عد 1۷ 
یعنی دور؛ تناوب تابع اصلی» پرابر است با ۶7 < ۰7 که به کلی اشتباه 


. است. راه حل درست چنین است: 


چون دور؛ُ تناوب سیئوس و کسینوس؛ برابر است با ۲7 


۳۲ ۳ 
وج , )مه( + )مه - مه 


۲ - 1۷ ,( + )۲ له < (۲ + ۲2 )هه < ۲2 وزو 


" دوره تناوب‌های 7 و 77 را» اين طور می‌نویسیم: 


7 


7 
و < ۵ 2 1۲ ,رم ۲ 2 1۱ 


. و کرچکترین مضرب مشترک عددهای ۲ و ۵ را پیدا می‌کنيم. این عدد برابر 


است با ۰۱۰ بتابراین عدد ۲ 7 ۱۰۱۷ ع< 7: دورة تناوب تابع ماست. 


۳ دانش‌آموزان می‌دانند که برای دو کمان مکمل یکدیگر (دو کمانی 
که مجموعی برابر 7 يا ۱۸۰ درجه داشته پاشند)» سینوس‌ها با هم براپرند 
و کسینوس‌هاء تانژانت‌ها و کتانژانت‌ها قرینٌ یکدیگرند؛ همچنین می‌دانند» 


۷۴ 


۲ 7 
برای دو کمان متمم یکدیگر (دو کمالی که مجموعی برابر ۳ یا ٩۰‏ درجه 
داشته باشند)» سینوس یکی با کسینوس دیگری و تانژانت یکی با کتانژیانت 
دیگری برابر است: 
۵۱ 05 < (ه - 05)۲ زره هه < (ه - 7) ده 


0ج < (ه - 12)۲ 


7 1 ۲ 
|1- 6087 وه 608 < | - ۲ | هله 
۵ ام < (ه 3 8 وه ط9 < 


ولی وقتی با عبارتی کم و بیش بغرنج‌تر روبه‌رو باشند» دچار سردرگمی می‌شوند 
و اشتباه می‌کنند و اشتباه‌ها به دو جنبه مربوط می‌شوند: 


۱ وقتی مکمل یا متمم بودن کمان‌ها بلافاصله به چشم نخورد. به این 
معادلهٌ مثلثاتی توجه کنید. 


۱۳7 وی ۲ 
)۱ ۱( - )۰ مس [-ع) هه 


دیده شده است که دانش‌آموز» برای حل این معادلهب (-) او و 
(ع- ری ) هرا بسط داده وه سیس»متوقف ماده است. 
بای حل معادل (۱ تا ندکی وقت لا است: کمانهای ( -) 
و (- 3) متمم یکدیگرند: 
ی ۱۳7 ۳7 
۸ 


۲۲ ۰ 7۲ - ۴7۲ 1۱۳۲ ۹7 ۳ 


۷۵ 


۳ 3 
بنابراین (حد - ع) دنه - (ه - کت ) «مه و معادله به این صورت 


_ ۲۲۱ ۳ 7 زه ۲ 
ِِ ۹ 911۳ تب 4 7 911 


۷۲ 7 
پاسخ. ۸ +۲۳ 2< «و + +۱۳ +۲۹) > « (2 > ). 
۲ وقتی با کمان‌های پیچیده‌تر سروکار داشته باشیم؛ به اين نمونه‌ها 
توجه کنید : 


۱۳ 
0 + ) ۳(۲۵ :(۵ - 602)۱۱۲ (۲ ۵۶ صنه (۱ 


۹ ۷ 
: )هه )۵ عم ۳ 


(۱۲۶۰۲ - )و4 (۶ 


برای ساده کردن چنین عبارت‌هاپی» توجه به چند نکته لازم است: 

آ. می‌توان از کمان»۲/:۳ یا ۳۶۰۲۸ (یعنی هر چند دور دایره) کم کرد 
(یا چنین مقداری را به کمان اضافه کرد)» بدون این که در مقدار تابع مثلثاتی 
تغییری پدید اید؛ 

1 اگر کمان ,۵ به صورت جمم يا تفاضل» با مضربی از 7 همراه 
باشد» با حذف این مضرب ۰۲ نام تابع مثلثاتی تغییر نمی‌کند؛ 

11 اگر کمان بم» با مضرب فردی از چ7» به صورت جمع یا تفریق همراه 
باشد با حذف این مضرب فرد چ نام تابع مثلثتی تغییر می‌کند: سینوس به 
کسینوس. تانژانت به کتانژانت و برعکس» تبدیل می‌شود؛ 

۷ برای محاسبه» اگر با کمانی مثل :۵ يا 2 سروکار داریدء آن با 


هميشه بین صفر و چ به حساب آورید؛ 


۷۶ 


۷ برای محاسپه ببینید کمان در چه ریعی از دايرة مثلثاتی قرار دارد و 
علامت تابع مثلثاتی را تعیین کنید؛ سپس اگر ۵ با مضربی از 7 همراه است 


نام تابع مثلثاتی را تغییر ندهید و اگر با مضرب فردی از > همراه است» 
مطابق بند ]۰11 نام تابع مثلثاتی را تغییر دهید, / 


به حل مثال‌ها می‌پردازيم : 
۲ 1و 
در کمان ۱۳۰۵ درجه؛ چند دور کامل دایره وجود دارد؟ 
۵ + ۳۶۰ ۷« ۳ < ۱۳۰۵ 
بابراین می‌توان نوشت: 
۵۳ وزه < (۲۲۵۲ + ۳۶۰۳ ۶« ۳)دژه < ۱۳۰۵۲ طرو 

۵ درجه برابر است با "۴۵ + *۱۸۰: 

("۴۵ + ۱۸۰۲)جه < ۲۲۵۲ وه 


کمان ۲۲۵ درجه در رپع سوم دايرة مثلثاتی قرار دارد و سینوس آن منفی 


۲ ۱ 
۹ "۴۵ ولو - < (۴۵۳ + 18)۱۸۰و 
نام تابع مثلثاتی را تغییر ندادیم» چون ۴۵ درچه با ۱۸۰ درجه (یعنی مضربی 
از 7) همراه بود. 
پاسخ. سب ۱۳۰۵۲ 51۳ 


۲ (05)۱۱۲-0». اپتدا ۱۰۲ (یعتی ۵ دور دایره) را کنار می‌گذاريم : 
(ه - )و0 << (۵ - 05]۱۱۲ 


وف 


(ه - ۲) در ربع دوم دايرة مثاثاتی و کسینوس آ منفی است : 
۰( -- )9 


با مضریی از 7 همراه است» نام کسینوس تغییر نمی‌کند : 


به وم - < (۵ - 9)7ه 
پاسخ. به وم - < (۵ - 008)۱۱۲. 
۳ ([ ۰ + ) با. ابتدا ۶۶ < ند (یعنی سه دور دایره) را از 
کمان بیرون می‌کنیم : 


71 ۱۳7 
۵ مه < رو < ت 5 14 


»و (ه -چ) دو کمان متمم یکدیگرند. 
وف (جد- ) امه 7۲ < ِ (یعتی یک دور دایره) به کمان 
اضافه می‌کنیم : 


+ ( ( 
|ام < | ح- -» ]امه 
۲ ۲ 
انتهای کمان (ج -ه) در ربع دوم دایرٌ مثلئاتی است (از مبداء کمان‌ها 


2 ۳7 
در روی دايرةٌ مثلثاتی» -7-- جلو می‌بريم» به مرز ریع‌های اول و دوم 
می‌رسیم» سپس به انلازهٌ ۵؛ که مثبت و حاده فرض می‌کنيم» جلو می‌بريم؛ 
به ربع دوم دایرة مثلثاتی می‌رسیم). در ربع دوم» کتانژانت منفی است و چون 


2 یا مضرب فردی از چِ همراه است» کتائوانت به تانوانت تبدیل می‌شود: 


کت ۳ بت ۷ ۳ 
:0 عد 2 مه و ی 


۷۸ 


- (چ- هم دنت (- )مه( 
هس - (- )هن - 


(۳۶۰۳ « ۳ - ۱۸۰3 - به)وا ‏ (۱۲۶۰۳ - بم)عا (۶ 

همع > (۱۸۰۹ - )وا < 
۴ ضمن ساده کردن عبارت‌های مثلثاتی» وقتی کمان‌ها همراه با شرطی 
باشند. اغلب با از یاد بردن شرط» اشتباه پیش می‌ید. دو مساله را حل 


مسالة ۱. اگر ۰۸ 3 و 6 زاویه‌های مثلثی باشند» این عبارت را به 
صورت ضرب عامل‌ها تجزیه کتد. 


0-۱ وی + وی +4 ۸ وی < ۲ 
حل. به ترتیب داریم: 


< (0 و - ۱) - (3 وی ۸٩+‏ وم) < 2 
و -- 4 و +۸ 
۳ 


(ظ +۸) مکمل ۰0 بتابراین تسم است یمنی لگ وم 


با هه برابر است؟ پس 


9 
9 مب ۲۵0 < 27 


۳ 
۲ 


ای 21 ِِ ۲ < 
2 ومع ۲ ۲2 < 


۷۹ 


رای این که داحل پرنتز قابل تجزیه باشد. به جای ب دژه در داخل پراتزه 


3 2 9 قرار می‌دهیم : 


+۸ 7 - ۸4 تف5 
نت سپ و - 6 ۲ >< و 


|( 41 قفا من (قطض فک موب > رو - 
۴ ۲ ۲ 
ظِ 4 ف 
ِ [() هلو > «نه -] کت ِ 
ان یات 
هچ هب ننژه ۲ 


مسالة ۲. اگر بدانیم چ < + + به شرط حاده و مثبت بودن 
زاویه‌های ۰0 / و ۲ به‌ازای چه مقدارهایی از ۰0 8 و ۲7 عبارت زیر به 
حداکثر مقدار خود می‌رسد: 


«عا0واهوا > 7 


حل. در آغاز به یک قضیه مشهور جبر اشاره می‌کنیم. 
قضیه. اگر سه مقدار متفیر و عثبت ۰2 ۷ و 2 مجموع ابتی داشته 
باشند. حاصل ضرب آن‌ها» وقتی به حداکثر مقدار خود می‌رسد که؛ این سه 
مقدار با هم برابر باشند. 

مثلاً اگر ه ع< 2 + + (ه < ی ۰ < وه < 2) آنوقت 


بیشترین مقدار حاصل‌ضرب 212 وقتی به دست می‌آید که داشته باشیم : 


۸۰ 


۱ 

که در اين صورت» حاصل ضرب 292 برایر "پچ می‌شرد که یشترین 
مقدار ممکن» برای این حاصل ضرب است. 

یکی از راه‌های اثبات اين قضیه. استفاده از نابرابری میانگین‌ها» پرای سه 


عدد مثبت است. 


۵ 2 ۲4 8 
سا ک ۷ 
۳ ۷۳۷ 
5 
سب 
+ 5 212 


علامت پرابری» در این و ی 
م‌ برابر باشند» که در اين صورت؛ حاصل ضرب آن‌ها برابر ك پیشترین 
مقدار حاصل ضرب. می‌شود. 

به حل مسالهٌ ۲ می‌پردازيم. آگر از دو طرف برابیی 


7 
۰+۲ ۶۲ 


کتانژانت بگیريم به دست می‌آید: 


_ ۵0۸80 - ۱۵0۱۷ - #0واهع؟ ۱ 
0821 - ب«ع: + 0و + مها 


کسری برایر صفر است که صورت آن برایر صفر باشد. بتابراین شرط مساله 
را می‌تران این طور نوشت : 


۱ 2۱ «واه‌وا + «واعا + تواهع! 
مساله. حداکثر مقدار 80081ی) < 2 را خواسته است داریم : 
(جصاهعه)(معااع)(8وفه‌و) > و8۷ اه ها < 7۲ 


۸. 


می‌خواهیم» حاصل ضرب سه مقدارء به حداکثر خود برسد؛ ولی این 
سه مقدار؛ بنا به (۰)۱ مجموعی ثابت دارند» پس برای حداکثر شدن حاصل 
ضرب» باید داشته باشیم: 


(عوا < «وا0ع۱ - 8واهع۱ 
که از آن‌جا به دست می‌آید : 


< ۲ < 8 < ۵ بوا < ۱۵8 < وا 


| 


حداکثر مقدار ممکن؛ بری حاصل ضرب 12048/087 برایر است با 


۳ 

7 ۳ 1 ۳ 7 ۳ »‌ 7 
و8‎ ۲8۶ 8۶ ۱۳ ۰ ٩ 

۵ تقریباً همةٌ دانش‌آموزان» در مشتق گرفتن از تابع‌های مثلثانی» وقتی " 
کمان با واحد درجه بیان شده باشد اشتباه می‌کنند. برای "25 طل5 < ۷ 
برحی می‌نویسند : 

"وم << "0 
و برخی دیگر با دیدن تشانُ درجه روی :2 آن را مقدار ثابت به حساب 
می‌آورند و می‌نویسند: 
4 < ل 

در درجهٌ اول» هميشه به یاد داشته باشید. وقتی می‌نویسیم 5 9[7 یا ,160 
و برای 2 و به» نشانهةٌ درجه یا گراد نگذاشته‌ايم» منظور سینوس ‏ رادیان و 
تانژانت ۵ رادیان است. 

در درجهٌ دوم ببينيم» چرا مشتق 2 518  <‏ (یعنی سینوس 2 رادیان) 
برابر 092 < لا می‌شود. اگر به استدلالی که منجر به این نتیجه‌گیری 


وذی 


می‌شود؛ مراجعه کنید» متوجه می‌شوید که از دستور 


یت (ع2) ۷ 
و ۳ 


0 5 
ِ یک سبت است. سبت وقتی معنی دارد که دو 


جملهٌ آن با یک واحد بیان شده باشتد. واحد 27 619 شج دایرهٌ مثلثاتی 


استفاده شله است. 


۱ 
است : وقتی می‌گویم سینوس 7 2 برابر 7 است؛ پعنی برابر + شعاع دایره‌ای 
است که 7 صاه در آن رسم شده است. بنابراین» 2 هم باید با واحد شعاع 
دایره بیان شده باشد» یعنی رادیان (هر رادیان» کمانی است که طول آن» برابر 

طول شعاع دایره باشد)- 
به این ترتیب» برای اين که بتوانیم از دستور 
وم < از جد 2 صلو < ز 
استفاده کنیم؛ باید کمان 2 بر حسب رادیان باشد. 


2 درچه برایر است با () رادیان و 
۳ 71 ۳ ۰ ۳ 
1 ات و 
جر | ده > تمه < ۷ 
7 ۳۹ ۳ 7 17 ۳ 
ار برع لا 


مشتق 2٩‏ ده < ل برایر "052 جح < لا می‌شود» یعتی به تقریب 


0052 


۰ ۱ 
2 بچ. 


۶ با توجه به دستور 


0 
"مه +۱ ۱ 


نوزم 


همه می‌دانند که 


/ ۴ < 5۲082 1 6 
۱+ 


ولی اگر با انتگرال‌هایی مثل 
1 12 12 
ار 
۳۳ 2 + ۳ و ۴٩4‏ 
روبه‌رو شوند» از محاسبة آن‌ا در می‌مانند. اين انتگرال‌ها را در اين‌جا محاس 


می‌کنیم : 


۱ 
03 
12 ۱ 3 2 
9 0 ۳ 
(ع) +۱ تپ +۱ 


اگر فرض کنیم ۲ د با» به دست می‌آی: 
۱ 
۶ < 2 ج «9م- > 8 
و برای انتگرال خواهیم داشت: 
لا + - 93 / 
۱4 ۲ +۱ ۴ و + ۴ 


# ۳ _ ی ۳ 
1 ۲ ع 2 < ۰ او < 


۳ ۱ 4 
0 7 ۰ 
3 
۳ 


و 


و بنابراین 


ا 
چاه 
داد 
8 
‌ 
مت 
05 
4 
ی 
ا 


13 01 
۳ - ِ 

دم ت بت 8 

۴ ۲ 

12 ۳ 12 ۴ 
5 ۲ ۲ ۴ ۳ 
یل - )+۱ (۱ - و + ۱ 
ا ۳۵ 


- مه جد میگ > وه 


س 
#۴ 
5 ۲ ۲ زپ ِ_ 
۳ 
۱ - )۲ ۳۹/۳ 
ی به 
7 ۳ 


۸۵ 


۳ هندسه 


پیشتر اشتباه‌هایی که در حل مساله‌های هندسی پیش می‌آید» مربوط به 
عدم دقت در رسم شکل و عدم درک صورت مساله است. ولی پحث در 
اين دو زمینه؛ به درازا می‌کشد و باید در یک کناب جداگانه» به آن‌ها پرداخته 
شود. در این‌جا» تنها به برعی اشتباه‌های ساده که بیشتر مربزط به اشتباه در 
تشخیص قضیه‌ها و یا تعریف‌های لازم» برای حل مساله است. اشاره می‌کنیم. 

۷ نداشتن آگاهی کامل از قضیه‌های اساسی هندسه. می‌تواند منجر 
به اشتباه‌های جدی شود. مثلاً» شعاع دایرٌ محبط بر مثلث متساوی‌الساقین» 
به کمک دستور مربوط به محاسبة شعاع دایرژ محیطی مثلث متساوی‌الاضلاع 
معین شود؛ سطح جانبی هرم غیر مشخص. به یاری دستور مربوط به سطح 
جانبی هرم منتظم محاسبه شود؛ به جای حجم فطعه کره» حجم قطاع کروی 
در نظر گرفته شود و ... همچنین؛ به این اشتباه‌ها» در برگ‌های امتحانی 
پرخورد شده است : 

مرکز دایرٌ محیطی مثلث را؛ نقط؛ُ برخورد میانه‌ها یا نیمسازها گرفه‌اند. 

نیمساز زاویه‌ای از مثلث متساوی‌الساقین که بين قاعده و یکی از ساق‌ها 
قرار دارد؛ منطبق پر میانةٌ مثلث به حساب آورده‌اند! 


۸۶ 


گمان کرده‌اند که نیمساژهای مثلث متساوی‌الساقین؛ یکدیگر را به نسبت 
3 قطع کرد‌اند؛ شماع کر محاط در یک هرم را باب یک سوم اتفاع هرم 
دائسته‌اند ؛ 

گمان کرده‌اند؛ اگر کره‌ای در هرم محاط باشد شماعي از کره که به 
نقطةٌ تماس کره وصل شود با قاعده موازی است. 

در هر یک از این حالت‌ها» اشتباه را پیدا کنید. آیا می‌توانید با اندکی 
تغییر» یک قضيهةٌ درست هندسی را جانشین فضیهٌ نادرست کنید؟ 

۸ یکی از اشتباه‌های رایج» درک نادرست شرط مساله است. مثلاه 
یک هرم منتظم با قاعدٌ مربعی در نظر بگیرید. برای به دست آوردن مقدار 
زاويةٌ دووجهی بین وجه جانبی با صفحهٌ قاعده برخی زاوية بین یال جانبی 
با ضلع قاعده را در نظر می‌گیرند و برحی دیگر» آن را برابر زاوية بین یال 
جانبی با قطر قاعده می‌دانند. 

۹ در بسیاری حالت‌ها» راه حل کامل نیست: مطلب به باری شکل 
روشن نشده است؛ گام‌هایی که برای حل برداشته شده است؛ همه‌جا منطقی 
و مستدل نیست؛ جواب مساله» در حالت‌های مختلفب ممکن؛ مورد پررسی 
قرار نگرفته است. 

۰ بسیار پیش آمده است که دانش‌آموز؛ طول پارهخط راست یا مقدار 
زاویه‌ای را که معلوم نیست؛با حرفی مثل » یا 2 يا ۵ نشان داده است و بعد 
از انجام عمل‌هایی» جواب را بر حسب همین حرف به دست آورده؛ یعنی در 
واقع؛ مساله را حل نکرده است. 

۵۱ برای خیلی از دانش‌آموزان» تصویر یک شکل فضایی دشرار است 
و؛ به دلیل نداشتن تصور قضایی» دچار اشتباه‌های جدی می‌شوند. مثلا؛ به 
فراوانی دیده شده است که دانش‌آموز: جسم حاصل از دوران مثلث زا» دور 
محوری که از راس موازی قاعده رسم شده است؛ یک استوانه پنداشته است. 
دانش‌آموز نتوانسته است زاویه بین قطر مکعب مستطیل را با وجه جانبی آن 


‌ 


۸۷ 


پیدا کند» تنها به این علت که نمی‌تواند آن را در ذهن خود مجسم کند و یا» 
به همین علت مسألهٌ مربوطه به محاسبة زاويةٌ دووجهی بین دو وجه جانبی 
یک چهار وجهی» حل نشده باقی مانله است. 

۲ رسم شکل. به ویژه در هندسٌ فضایی» اهمیت جدی دارد: باید 
بتوان روی شکل؛ تصریر یک نقطه یا یک پاره‌خط راست را بر یک صفحه 
رسم و مجسم کرد؛ باید شکل طرری رسم شود که حطهای راست موازی؛ 
در شکل» موازی درآیند و غیره. به خصوص رقتی بخواهیم یک شکل فضایی 
را در شکل فضایی دیگری محاط کنیم. باید بیشتر از هر زمان دیگر دقت به 
کار بریم. 


۸4۸ 


۴ مساله‌ها 


در اين بخش مساله‌هایی برای حل داده شده است. این‌ها» مساله‌هایی 
ستند که در مسابقَهٌ ورودی یکی از دانشکده‌ها حرفه‌ای جهان در چند سال 
پیاپی داده شده است. پاسخ این مساله‌ها. در پایان همین بخش داده شده 
است. آن‌ها را حل کنید و جوابی را که به دست آورده‌اید با پاسخ کتاب مقایسه 
کنید. اگر نکته‌های ساده‌ای را که در اين کتاب؛ دربار آن‌ها صحبت کرده‌ايم» 
با دقت مطالعه کرده باشید» بی‌شک از عهدهٌ حل این مساله‌ها برخواهید آمد. 


نمونة اول 
۱ این عبارت را ساده کنید: 


( ات 2 خحّ): 


۴ این معادله را حل کنید : 
۲+ ۲۵ وه - ۲۶۶۲ + ۱۸۴],ع108 


۸۹ 


۳ این معادله را حل کنید: 
۱ 


0 > ماه 2 آوی - و وی 2 آوزو 


۴ سهم یک هرم منتظم با قاعدة مربع» 70 واحد از ارتفاع هرم بزرگتر 
است وبا آن» زاویه‌ای برابر ۵ می‌سازد. مطلوب است محاسیةٌ سطح جانبی 
هرم- 

۵ این عبارت را ساده کنید. 


۴ وم (2 + ۱۸۰۲) هه + ۱۵۰۲ صزه ۲۵۵۲۲۵۲ 


نمرنة دوم 
۱ این نامعادله را حل کنید: 


(۳2+۱-ه), 108 ۲ 
ِ< ٍ- 
۳( 


۴ اين معادله را حل کنید : 
۷۷ 


۸ 4 
< ون وم + 2 1۲و 
۳۳ 


۳ در مخروط قائمی که زاوية مقطع آن در راس برابر 0 است؛ کره‌ای 
به شعاع برابر 6 محاط کرده‌ايم. مطلوب است حجم بخشی از مخروط که 
بین کره و راس مخروط واقع است. 


نمونة سوم 
۱ آپ از راه دو لوله وارد مخزن می‌شود. دور لوله با هم مخزن خالی 
را در »۱ دقیقه پر می‌کنند. لول اول مخزن خالی را ۴۸ انیه زودتر از حالتی 


۰ 


پر می‌کند که بخواهيم با لولة دوم مخزن خالی را پر کنیم. هریک از لوله‌ها 
در چه مدت می‌تواند به تنهایی مخزن خالی را پر کند؟ 
۲ این عبارت را ساده کنید: 


- )۰( - | 
۳« 3 9+۹« آه 
۵ ۶- + آه 
۳ اين معادله را حل کنید : 
> ۶ > » ر(۳۶ + )ده ۲ > (۳ + )هلو 


۴ صفحه‌ای عمود بر قَاعدهٌ یک استوانه» استوانه را به نحوی بریده که 
کمانی برایر :> از قاعده جدا شده است. طول قطر مقطع برایر ۵ است» این 
قطر» با صفحهٌ قاعده زاویه‌ای برابر ۵ ساخته است. حجم استوانه را پیدا 
نمونة چهارم 

۱ صورت کسری برابر است با ۸. اگر ۳ واحد از مخرج کسر مجهرل 
کم کنیم به اندازخ ۳۸۵ از کسری که با اضاقه کردن ۱۱ واحد به 
مخرج کسر مجهول به دست می‌آید؛ بیشتر می‌شود. کسر مجهول را پیدا کنید. 

۴ اين دستگاه معادله‌ها را حل کنید: 


۰ - آوج + 2 
۶ > 2 - و 
۳ این معادله را حل کنید: 
۱ < ۲۶ 605 - 2 9 


۹ 


۴ در یک هرم منتظم پا قاعدهٌ مربع» سطح جانبی برابر ۱۶ است و هر 
وجه جانبی با صفحة قاعده زاویه‌ای برابر ۶۰ درجه می‌سازد. حجم هرم را 
پیدا کنید. 


نمولة پنجم 
فاصلهٌ بين دو ایستگاه ۸ و 3 برابر ۳۰۰ کیلومتر است. دو قطار 
یکی از ۸4 و دیگری از ۰13 در یک زمان به طرف یکدیگر حرکت می‌کنند. 
اولی که از ۸ حرکت کرده بود» یک ساعت و نیم زودتر از وقتی که دومی 
په ۸ رسید» به 23 رسیده است. می‌دانیم وقتی اولی ۲۵۰ کیلومتر پیموده 
بود» دومی به »۲۰ کیلومتری آغاز حرکت خود رسیده بود. سرعت هریک از 
قطارها را پیدا کنید. 
۲ اين دستگاه معادله‌های را حل کنید : 
» - ۸۶ <۳۲- ۸۳۶ ] 
» ک ٩۶‏ ۳۶-۲ 
۳ اگر ۵ و ۷ زاویه‌مای داخلی یک مثلث باشند» ثاپت کنید: 
امه ۵0 نامه نع بامم > نامه + 0 امه + ۵ با0ع 


۴ زاویه‌های حاده مثلثی برابر ۵ و 8 و زاويةٌ سوم آن منفرجه است. 
مثلث را دور ضلع روبه‌رو به زاویةٌ / دوران داده‌ايم. سطح جسم حاصل از 
دوران را پیدا کنید» به شرطی که طول کوچکترین ارتفاع مثلث برابر ۸ باشد. 


نمونف ششم 

٩‏ از دو راس یک مستطیل» عمودهایی بر قطر آن رسم کرده‌ايم. پای 
عمودها؛ قطر را به سه بخش برابر تقسیم کرده‌اند. اگر طول مستطیل برابر 
۳ باشد. عرض آن را پیدا کنید. 


۹ 


۲ این معادله را حل کنید : 
و( هو 

۷7 
۳ 


۴ جملهة ششم یک تصاعد حسایی برایر ۶ و مجموع جمله‌های دوم و 
پنجم آن برابر ۳ شده است. مجموع هفت جملة اول تصاعد را پیدا کنید. 
۴ این معادله را حل کنید: 


(۳ + ۶۰ - )و1 + (۲۵ + ۱۵ - "ما 
۱ 
هو + (۵ - ۲۱۵/۲ < 
۵ درستی این اتحاد را ثابت کنید : 


۵ص + بو ومه 
سس < ۲۵ 966 ٩4‏ ۱۵۲۵ 
:0 - 0 609 


نموفة هفتم و 
۱ اين عبارت را ساده کنید : 


/ ۳ ۵ - و 
۴ - ۲۸۱-۱ ۱ بسح سرب شود 
۰ ۴ + ۲۷۵۵ + ۵ 


۲ اين معادله را حل کنید: 
۲ ۲ ۳ ۷ ۳ 
۴ این معادله را حل کنید: 
» < 2 آومی ۶ + 2 وم 2 وله ۷ - 2 ۲ وزو ۲ 


۰۳ 


۴ مثلث با ضلع‌های به طول ۰٩‏ ۱۰ و ۱۷ سانتی‌متر راء دور ارتفاعی 
که از راس زاویةٌ کوچکتر گذشته است» دوران داده‌ایم. حجم جسم دوار را 
پیدا کنید.. 


نمونة هش 
۱ اين عبارت را ساده کنید: 
2 
۴٩۵‏ -ه ۴۵-۲ 
سِ ۳ 
۲ - ۲و ۳۲ ۲۵۲ 
۲ این معادله را حل کنید: 
هو[ - ۱ - ۲۱+ )۱۰۵ ع1 


۲ این معادله را حل کنید: 


۱۰- عوا+ (ه + )وا 


۴ زاويةٌ بين دو ساق در مثلث متساوی‌الساقینی که مساحتی برابر 5 
دارد؛ برابر است با ۵. اين مثلث را؛ دور خط راستی که در یک انتهای قاعده 
بر آن عمود شده است؛ دوران داده‌ایم. حجم جسم حاصل را پیدا کتید. 
نمونة نهم 

۱ اين عبارت را ساده کنید: 


و 


۲ این نامعادله را حل کنید: 
(۸ + ت)ع[ > معا + (۳ + )1 
۳ این دستگاه معادله‌ها را حل کنید : 
- ل هه + دزه 
۳ << نب + 7 
۴ قطر 4 از یک مکعب مستطیل» با وجه جانبی» زاویه‌ای برایر ۵ 
می‌سازد. مقطعی که از این قطر و یال جانبی می‌گذرد» با همان وجه جانبی» 


زاوی دو وجهی 2 را تشکیل می‌دهد. مطلوب است محاسبة سطح جانبی 


نمرنة دهم 
۱ اين دستگاه را حل کنید: 
۵۲ - ۲۷۶۷ 
۱+1۴ - 1/2۷ ۱ 
۲ مُدول این عدد مختلط را پیدا کنید: 
( - ۳:۵ +۲) 
یادداشت. ۰-۲ < 4 مُدول یا کالبد عدد مختلط ۶ب + 2 چین 
است : 
۲ + ۱/2۲ < افو + ها 


۳ درستی اين اتحاد را ثابت کنید : 


)۱ - ۵ آوم ۲ +۲۵ هنو)۲ 


:60 << 2 
:۳۵ زو +4 ۳۵ 609 - ۵ 910 - ۵ ومع 


۹۵ 


۴ قاعدهٌ یک هرم متواژی‌الاضلاعی است که» قطرهای آن زاویه‌ای 
برایر > با هم ساخته‌اند. ارتفاع هرم از نقطةٌ برخورد قطرهای قاعده می‌گذرد و 
طولی برابر 17 دارد. یال‌های نابرابر جاثبی با صفحة قاعده» زاویه‌هایی برایر 
2 و 7 می‌سازند. حجم هرم را پیدا کنید. 


نمونة یازدهم 
۱ در قَاعدةٌ مخروط» مربعی با ضلع به طول 6 محاط کرده‌ايم. 
صفحه‌ای را از راس مخروط و یکی از ضلع‌های مربع گنرانده‌ايم اين 
صفحه در برخورد با سطح مخروطءمثلثی با زاويةٌ راس برابر :» تشکیل داده 
است: حجم مخروط را پیدا کنید. 
۴ این معادله را حل کنید : 
هد ۲۷ 1 ۳۲۶۹۵ پر ۴ ۳۹۵۸ 


۳ اين معادله را حل کنید : 


۵ وم + ۱ 2 (ه وه - ۳۲۱ 


نمونة دوازدهم 

۱ ترمیم جاده‌ای را به دو گروه واگذار کردند. هر گروه ۱۰ کیلومتر 
جاده را مرمت کرد؛ ولی گروه دوم؛ یک روز کمتر از گروه اول کار کرد. هر 
گر مد خیلرشر را من وف ترور مرهته مر کی به طرش قهیتازت زج 
گروه در یک روز روی هي ۴۸۵ کیلومتر از جاده را ترمیم می‌کنند؟ 

۲ این معادله را حل کنید: 


۹ 
۱۸+ (۲- 2)بوه1 < 2 بعم1 - ( ‌ ۰( 108 


۶ 


۳ به ضرب تبدیل کنید: 


0 + :0 3860 - یج زو 6096660 
وم ۵ درو + ۱ 
۴ مثلث را دور ضلعی که مجاور زاویه‌های برابر ۵ و 8 است» دوران 
داده‌ایم. سطح جسم حاصل را به دست آورید؛ به شرطی که ضلع روبه‌روی 
به زاوی ۵ از مثلث؛ طولی برابر ۵ داشته باشد. 


نمونة سیزدهم 
۱ محاسیه کنید: 
۵ ۲ ۵ 
۱۰۷۵-۱۶ -۷۱۱ ۳,۴4۱ 
و ۶۷۵ ۳ 3 + ۳ 
۵-۵ ۱ 
۲ ۹ 


۲ اين معادله را حل کنید: 
۰ > ۵ ۳60۵ + ۵ صزو 7۳ 
۴ معادله را حل کنید : 
۶+ ۵و2 < (۲۶ + 12)۱+ 2 


۴ در یک هرم منتظم به صورث چهار وجهی. هر یال جانبی طرلی 
برابر 6 دارد و با صفحه قاعدهء زاویه‌ای برابر :۵ می‌سازد. سطح کرهُ محیط بر 
این هرم را پیدا کنید. 


۲ 


نمونة چهاردهم 
۱ به‌ازای چه مقداری از ۸ عکس ریشه‌های معادلهةٌ 


ه جد ۲۴ - وب + و 
۵ تم 
مجموعی برابر 13 دارند؟ 
۲. این عبارت را ساده کنید: 


۱-۲ 
# فك - ۴۵ ومع 
2۵ +۱ 


۳ این معادله‌ها را حل کنید : 


( ۳9۵۰۲۵۰-۸۷۵۵ + ۲ < ۰ 


۶ پر ۲۶۸۸ - ا*۶2 رو 


۴ در یک هرم منتظم چهار وجهی؛ هر یال جانبی طولی برابر ۵ دارد و 
با صفحهٌ قاعده زاویه‌ای پرابر ‏ می‌سازد. حجم هرم را پیدا کنید. 


نمونة پانزدهم 


5 دو نفر» هر کدام تعدادی سیب داشتند» ولی بعد از فروش سیب‌ها» 


پول دو نفر برابر شد. اگر اولی؛ سیب‌ها را به قیمت دومی می‌فروخت 


۰ تومان به دست می‌آورد. و اگر دومی به قیمت اولی می‌فروخت؛ ۱۲۵ 


تومان به دست می‌آورد. اگر تعداد سیب‌های دومی ۱۳ عدد پیش از تعداد 


سیب‌های اولی باشد. هرکدام چند سیب داشته‌اند؟ 


۲ اين عبارت را به صورتی تبدیل کنید که قابل محاسبة لگاریتمی باشد: 


معا + وی + و وتو + ۱ 


۸ 


۳ اين دستگاه را حل کنید: 


۴ قاعده هر یک لوزي با ضلع به طول ۵ است. دو وجه جانبی 
هرم؛ بر صفحة قاعده عمودند و با هم زاويةٌ منفرجهٌ 0 را ساخته‌اند. دو 
وجه جانبی دیگر هرم» با صفحة قاعده» زاویه‌ای برابر ۵ ساخته‌اند. مساحت 
سح جانیی هرم را پیداکند. 


نمونة شانزدهم 

۱ کراية یک تن بار بین دو شهر؛ از طریق راه آهن» ۲۰۰ ریال بیش 
از کراية آن از طریق آب است. چند تن بار می‌توان از طریق راءاهن با یک 
میلیون ریال بین ان دو شهر جابه‌جا کرد» به شرطی که بدانیم» با همین میلغ؛ 
بتوان از طریق آب» ۲۵۰ تن بیشتر جابه‌چا کرد؟ 

۴ این عبارت را ساده کنید: 


(۰۷/۷ + #عل) 1 
0 
( (/ + 9/۵()/2 + ع/ه) - و + 9 
۳ این معادله را حل کنید : 
2 ۲ «زو < ۲2ع۱ + و1 
۴. قاعدة متوازی‌السطوح قالمی» متوازیالاضلاعی است با اوه منفرجه 
و ضلم‌های با طول‌های » و ۵. قطر کوچکتر متوازی‌السطوح برابر است 
با قطر بزرگتر قاعده. حجم متوازی‌السطوح را پیدا کتید. 


ن 


۵ حل سه نمونه از مساله‌های 
مسابعه‌ای 


نمونة اول 
۱ اين عبارت را ساده کنید ؛ پا شرط ه < و 


4 اما ی 722۱۷۵ 


۱( +جل) 0۷۵-۱ ۷+۱ 
(۱ < ) ۱ -۲+ ۱92-۱ 


۲ )۰> ۶ ۱( 


عبارت به‌ازای ۱ < 2 معنا ندارد. 
۲ این معادله را حل کنید: 


(۳ + ۲۶۲۲),وه۱ + 2 ع (۴ + 108:)۲۶ 


حل. مجهرل معادله می‌تواند هر عدد حقیقی را پذیرد: 1۷ ع 2. معادله 
را می‌توان به این صورت نوشت : 
(۲+ ۲۳۲۱),ع۱0 + (۲۳) ,و0 < (۴ + *۴),عه1 
که از آن‌جا به دست می‌آید : 
((۳ +۲ ۲۳)۲۳۲] ,و۱ - (۴ + ۴۳)بع10 
بنایراین» به ترئیب داریم: 
:(۳ + ۲۶)۲۶۲۱ ع ۴ + ۲۶ 
۶۶ ۳+ ۲ ۲۳۴ ۴ + ۲۳۶ 
۰ < ۴ ۳۷۲+ ۲۳۶ 
که پا فرض 2 < ۰۲5 به اين معادلة درجه دوم می‌رسیم : 


۱ 27( ر۴- ع 7 چد ه < ۴ - ۳2+ 77 


روشن است که ۴- # ۰۲۶ پس 
ه ع 2 چت ۲۳ ح ۲۶ چد ۱ ۲۶ 
ضمن حل معادله» یک بار از دو طرف برابری «اْتی نگاریتم» گرفتیم» ولی 
این عمل دامنة تغییر 2 را ثابت نگه می‌دارد و معادلة حاصل» هم‌ارز معادلةً 
مفروض است. بنابراین» در این‌جا آزمایش جواب لازم نیست (گرچه آزمایش 
هم درستي جواب را نشان می‌دهد). 
۴ این دستگاه معادله‌ها را حل کنید : 
۲ < 0۲۷ 1۲ ۱۵۰ 
۲ < ع! + ام 


۱۰۱ 


حل. دو طرف معادله اول را در ۵ و دو طرف معادلة دوم را در ع 
ضرب می‌کنيم به دست می‌آید : 


بع۲ < ۱ + بوادعا 
۶ 2 ۱ + بزما2وا 


معادلاٌ درم این دستگاه را از معادلة اول آن کم می‌کتیم: 
لع < «ع جچد ۰ < توا - برع 
دو کمان تانژانت‌هایی برابر دارند. بنایراین 
+ ۲ - 2 چ> ۲ب < با - و 
و با قرار دادن مقدار 2 در معادلهٌ اول دستگاه به خواهیم داشت: 


:۲ < نع +( + ای 
۰ ۱+ ۲۷۵۱ - ا وا :۲ ع لع؟ + ام 


7 
۲٩+ >‏ 2 زا < نما 
و از برابری با + 6 < 27 مقدار 2 به دست می‌آید: 


+د 5 +ا+م) دوع 


پاسخ. ۲۳+۱(۶) - ع ر (۱ +) - ن؛ 2 > 7 و 
9 


۴ در یک هرم ناقص منتظم که چهار وجه جانبی دارد. پارمعط راست 
منطبق بر فطر؛ بر یال جانبی هرم عمود است و طولي برابر ] دارد. اگر هر 


۱۰ 


یال جانبی با صفحٌ قاعده زاوه‌ای برابر م بسازد؛ حجم هرم ناقص را پیدا 
کنید: 

بررسی مساله به کیک شکل. هرم ناقص ۸40۱ منتظم است؛ بنابراین» 
قاعده‌های آن مربم‌اند. اگر مقطع قطری هرم را پیدا کتیم» ذوزنقهةُ متساوی‌الساقین 
0 به دست می‌آید که صفح آن» بر صفح قاعده عمود است 
(شکل ۷). بتابراین ۸7 ارتفاع هرم و ۸۱0 قطر هرم بر صفحد ذوزنقة 
0 قرار دارند. پای ارتفاع ۰۸۱ یعنی نقطة 7 روي ۰۸40 قطر 
قاعدةٌ هرم واقع است. بنا به شرط مساله» ۸۱6 بر بش عمود است» یعتی 


۸۸۱0 < ۴ 


زاویةٌ بین یال جانبی هرم» یعتی ۸۸۱ با قاعدهٌ هرم» همان زاویه‌ای است 
که اين یال با تصویر خود بر قاعدٌ هرم تشکیل می‌دهد یعنی زاويةٌ ۸4۸۱۸۲ 
داد‌های مساله: 7 < || م - ۰۸۱۸0 (0۸(1)۸۸۱). 


با اين داده‌ها؛ باید حجم هرم ناقص. بنا بر دستور 
۱ 
٩۰ ۷۷9‏ + )2 < ۷ 
به دست آید که در آن» ۵ طول ارتفاع هرم» 2) مساحت فاعدهٌ پایین و 4 


ول 


مساحت قاعدهٌ بالای هرم است. در ضمن؛ برای سادگی کار» فرض می‌کنيم : 
۱۸۱۱۶ ه - اقا ,۸ |۱4:۱۳ 
۱) ارتفاع هرم را به یاری مثلث قائم‌الزاوية ۸۸۱7 به دست می‌آوريم : 
مصله ‏ ع و 


۲ برای محاسبهٌ مساحت‌های قاعده‌ها؛ در مثلث قائمالزاوية ۸۵۸6 : 


< |۸0 
مب وم 
و در مثلث قائم‌الزاویه ۸۵6/10 : 
۲ ۸۱| 
بتابراین 
< »0 << ۲ 0۷ < 
م0 7۲ ۳ موم 
به این ترئیب» مساحت فاعده پایین هرم به دست ۳9 
۸ 
اه  -‏ 
6057 ۲ 
از مثلث قائم‌الزاوية ۸۱۱۵۱ : 
۴۳ ۸۱۱۱2 


ولی |۲۱۸۶ - |4۵ < |4۸:۵۱| ر جوم < |42 بنابراین 
1 
ه ۲۱0۵ - سس < ها وی [۲ - 0/۲ - ۵/۲ 
ه دم 


۲ وم | م "و0 ۲ - ۱ 
جوم هومه 


۱9۴ 


۲ وم ] ‌ 
ما و0 ۷/۲ 
و در نتیجه 
۲ "وی 77 و 
م "وم ۲ 
۲ اکنون می‌توانیم حجم هرم ناقص را بنویسیم : 
7 


م۲ ۱ گ ۲۸ وم ۲] ق 


۱ 
یه << ۷ 
م "وم ۲ م آومه ۲ م آومه ۲ 


» ۲۵ - م۲ وم + ۱ ۱ 3 
ه آدم ۲ 3 
(۲ آدم + م۲ وم - )م9 _ 
مب آومی ۶ 


۳ (۲ وم + ۲۵()۱ "وی + ۲۵ عم - ۱)م طنه 7۳ 
۷" (۲ ومع + ۱)م آومه ۶ 5 
۳ (۲ "وم + ۱)م زو 7۳ 5 
ما آوم۲6 .مادم ۶ 5 
(۲ وم + ۱)مطله 7 _ 
ب "وم ۱۲ ِ 
تجزیه و تحلیل حل مساله. برای اين که مساله جواب داشته باشد. باید 
داشته باشیم : 
۳٩‏ > ما > *ه 
و به‌ازای اين مقدارهای ما مساله تنها یک جواب دارد. اگر مقدار ‏ را ثابت 
فرض کنیم هر چه زاريةٌ م کوچکتر باشد؛ حجم هرم ناقص کمتر می‌شود؛ 
و اگر م را ثابت بگیريم» با بزرگتر شدن آ: حجم هرم ناقص بیشتر می‌شود. 


۱:۵ 


نمونژ دوم 
۱ این دستگاه معادله‌ها را حل کنید: 


۴۰ < 32 
۴ سح 8#وم 
حل. مقدارهای قابل قبول برای مجهول‌ها» عبارتند از 
۰ < لو را گو 2 ره < 2 
پا لگاریتم گرفتن از دو طرف هریک از معادله‌ها؛ به این دستگاه می‌رسیم : 
۰ - بع[ + «ع[ 
۴ج < موانعا 
مجمرع و حاصل ضرب تع[ و 18 معلرم است.» بنابراین ریشه‌های معادلةً 
درجه دوم 
3 < 1۴ + 18۴۰۰7- 7 


ب هستند که از آن‌جا به دست می‌آید: 


۲ - ۱۰(۲ع1 + ۱/2۴ + ۴۰ع ۴۱2۲ - ۱/۱2۴۰ + 12۴۰ 2 


1 ۳۲ 
[8۴۰ 1 ۷/8۴ + ۱(۲ - ۴۱8۲۴ 18۴۰4 ۱/۱ - 16۴(۲ 
۲ ِ ۲ 5 


10 ۱) ۶ (۱ 1 18۲ _ 
۲ 5 
که از آن‌جا به دست می‌آید : 


:۴ < و ج- ۴و1 - وع1 :۱ < هت ج ۱ < نع (۱ 
 - ۰‏ <- ۱ 2<- بزع| :۴ < 2 ج- ۴و < معا (۲ 


۱۰۶ 


پاسخ. (۴,ه۱) (۴,۱۰). 
۲ این معادله را حل کنید: 


 »‏ ۲۵ آدرژو - ۳۵ آوزو - ۲۵ آهزو + 2 جزه 
حل. اگر از دستور تبدیل به کسینوس کمان دو برابر استفاده کنیم» به 
دست می‌آید: 3 


۱ 009۶7 ۱ تاو مزا اساسا 
۲ ل ۳ ۲ 


2 + 609۶2 عد ۴۸۶ ومع + ۲۸ 605 
با تبدیل هر طرف برایر به ضرب 
2 609 6۵5۷2 ۲ < 2 605 ۲ 605 ۲ 
» < 2 009 (6۵05۷2 - ۲2 09ع) 
5+ ۱ چ2 ه < 2 وم (۱ 
۲7۶ < ۲2 ۶ ۷۰ ج ۳2و < 09۷۰ (۲ 


۱ ۱ 
نت 2۳ یا فت ۷ 


توجه کنیم» 2۳ به‌ازای مقدارهای فرد #(۱ + ۲۶ < ) بر 2۱ و به‌ازای 
مقدارهای زوج 6 (۲۶۶ < 6) بر 2۲ وقتی # را برابر ۵۳۶ بگیريم؛ منطبق 


است. 
پاسغ. ۱(7 +۲) < ج و 2 - وه 
پاسج. ۲ ۱ و 77 ۶ 27 
۳ در هرمي منتظم با قاعده مثلثی؛ زاوی دووجهی مجاور قاعله برابر 


است با :0. مقدار زاویةٌ دووجهی بین دو وجه جانبی را پیدا کنید (شکل ۸). 


۱:۷ 


ت 


شکل ۸: 


بررسي مساله روی شگل,چند وجهی ۰5۸480 یک هرم منتظم است؛ 
بنابراین قاعدة هرم» مثلث متساوی‌الاضلاع 4190 است و ۰50 ارتفاع هرم 
از مرکز اين متلث می‌گذرد. در ضمن. وجه‌های جانبی ۰۸5 ۸50 و 
0 مثلت‌هایی برابر و متساوی‌الساتین‌اند. از نقطهٌ ۰5 عمود 516 را بر 
0 (ضلع قاعده) رسم و نقطةٌ ۸ را به ؟ وصل می‌کنيم. ۸۲ و 80 
بنا بر قضیهٌ سه عمود؛ بر هم عمودند و زاویهٌ 51۲۸ معرف زاویهٌُ دووجهی 
با یال 36 است: 


۵۲| ۱82۱ مه < ۹16۸ 


از خط راست 80 صفحذ 80 را عمود بر پال ۸45 رسم می‌کنم ؛ در 
اپن صورت 

(۸5(ظ6) برکه)د(8) 
بنابراین زاوی /7(6 ۰3 معرف زاویةٌ دروجهی با یال ۸45 است. این زاویه را 
27 می‌نامیم. پارمخط‌های راست ظ 9 و (1 ۰۷ به عنوان ارتفاع‌های دو مثلث 
پرابر» طول‌هایی برابر دارند. یعنی مثلث )91 متساوی‌الساقین است. اگر 


۱9۸ 


پارمخط راست 1 را رسم کنیم» داریم : 
۱ 181 ,(101)6) 


زیرا 1( میانه و نیمساز در مثلث متساوی‌الساقین 310 است. 
حل. ۱) از مثلث فائم‌الزاوية 9116 به دست می‌آید: 


۲ |816| و |81| را بر حسب |160] بیان می‌کنیم : 
۱ 
2۱۸0۱ < 01| 


که در آن |0ضا طول شعاع دایرٌ محیطی مثلث متساوی‌الاضلاع ۸430 
است. 

۴ -2 ۱81۲۱ ,۱۸۵۱۷۳ |80 
در مثلت قائم‌الزاوية 50 داریم: 


۳۹ 
05 0 


|۱1۲5 
و از مثلث قانم‌الژاوي؛ 9 : 


25| ۱/۱/5۲ +۱۲ 


به این ترئیب. به دست می‌آید : 


۳/۷ 


608 


۷/0 كِ ۳۱1۲0۱۲ + - |85 - |۸5 


۱۰۹ 


چون مثلث‌های 7.50 و 8 45 برابرند» بنابراین مساحت‌هایی برابر دارند: 


زک 30۱۰ 
< |۱5 ۰ | 91| ج اتطایت وووگ < وورگ 
رز ۸ 16۵۱ 0 
۵ 605 
از طرف دیگر 
80۱۰۱5۱ 
ی 
از آن‌جا 
ارزو ری زو 
به "وم ۳ + ۵0۷/۱ وی : ات۳ 
۳۹ 
۵ ۵۲ ۳ + ۷/۱ 5 


۳ اکنون به سراغ محاسبهةٌ زاوية دووجهی مورد نظر می‌رویم : 
۵ ۱ ۵0/۴۰/۱۷۳۵ _ [کق| _ 2 ۰ 
۲ 1 ۲۱/۳ 8 ۰ ۳۲ 


۳ ۳ 
> زاویه حادة یک مثلث فائم‌الزاویه است؛ بنابراین 


۷/۱ + ۰۵ 


۲ ۵۵۷ <- و 


تجزیه و تحلیل حل. مقدارهای قابل قبول ۵ با اين نابرابری مشخص 
می‌شوند : 


۰ > 0 > 


۱1۹۰ 


مساله. به‌ازای این مقدارهای :۰۵ هميشه جواب دارد وء تنها یک جواب. 
مقدار 2 هم در بازة (3) به دست می‌آید. با بزرگتر شدن زاویه ۰0 
زاوية 2 کوچکتر مي‌شود. 

پاسیخ. راومه << و 
نمونة سرم 

۱. مجموع رقم‌های یک عدد دورقمی برابر است با .٩‏ اگر جای رقم‌های 
عدد را عرض کنیم» نسبت عدد جدید به عده اصلی برایر 7 می‌شود. این 
عدد دورقمی را پیدا کنید. 

حل. عدد دو رقمی را 27 می‌گيريم (/۷» رقم یکان و 2» رقم دمگان 
است) : 

77 - ۱۰2 + 

بنا به فرض مساله؛ به این دستگاه می‌رسیم : 


2 + < ٩ 
بز۱۰‎ ۲ _ ۴ 
۱۰2 +1 ۸ 
را از معادلة اول بر حسب 2 محاسبه می‌کنيم و در معادلهٌ دوم دستگاه قرار‎ 
: می‌دهیم‎ 
۱۰۹ - (+ 2 تب‎ 
وه‎ )٩-2( ۸ 
که پس از ساده کردن مقدار 2 به دست می‌آید: ۷ < 2؛ و از آن‌جا‎ 
.[ << ۲ 
.۷۲ پاسیع:‎ 


۴ این معادله را حل کنید : 


و ۳۰۶۵۱2۸ 2 


حل. مقدارهای قابل قبول برای مجهول 2 با شرط‌های ۱ 2 2 و 


۷ ۱ 
چ گ 2 معین می‌شوند. معادله را به این صورت می‌نویسیم : 
۳/۵ 2/۲۲ 


که از آن‌جا به این معادله می‌رسیم : 


اعد سوت 
۲۳2-۷ مجح (۲۳۲۲۶-۱ 


چرن توان‌های ۲ برابرنده بابراین نماها با هم برابر می‌شوند: 


۵ ۲ ۳۲-۰ 
ی ۱۳ 
۳ ۳2-۷ (۱- ۳)۵ 


۳ این نامعادله را حل کنید : 


< (۵ - ۳2)ع۵۱ ,۰ +۲ - 1/2 


حب ] هت 


حل. عبارت سمت چپ نامعادله وفتی معنا دارد که داشته باشیم: 


۲ < ۲ جد ۵ فك 
جح < ۲ ۵ جر ۵ اس و۳ 


وت ۱ 
۴ 


نامعادله را به این صورت می‌نویسیم : 
۱ ۱ ۱ 
- < (۵ - 18)۳۵- + (۲۷ - واوا 
۳ < (۵ - ۵ اب ۳ )و 
که بعد از ساده کردن به 3 و تبدیل به لگاریتم حاصل ضرب؛ به دست 


می‌آید : 
۰ < ((۵ - ۲()۳2 - 2)]ع1 


پنابراین؛ به نامعادلةٌ درجه دوم زیر می‌رسیم : 
» < (۱۱ - 2)۳2 چ ۱۰ < (۵ - ۲()۳۵ - 2) 


چون ه < 5 (۲ < »۰ شرط وجود معادله است)» پس 


۱۱ 
وه( 12 


۴ درستی این اتحاد را ثابت کنید: 
( + ماعم 2 صذو ه جزه ۲ > 8 آطذه > ه آونو - ( + ۵) هلو 


حل. عبارت سمت چپ برابری را؛ به ترتیب» تبدیل می‌کنيم : 
[(0 +ه)آوی - ۱] < 0 "هه - ه آهزه - (۵ + به) ۲ صله 


(۲8 08 - 0۱ - (۲2 وم - 0 


(0 + ه) آومی - (۲ وم + ۲۵ عم حِ 
(8 + به) وم - (8 - به)ادی (0 +4 )دم < 
[(8 + »)وم - (8 - ع)دمع](8 + )و60 < 
( طذه ه جذه + 6 دم به ومی)](0 + ع)دهه < 
[(8 «او ه طلو - 0 و0 ۵ ومهع)- 
جله ه هنه ( 4 )وی ۲ < 
عبارت سمت چپ برابری؛ به عبارت سمت راست آن تبدیل شد یعنی این 
برابری» یک اتحاد است. ۱ 


۵ در مثلئی» مجموع دو ضلع برابر ۲۰ سانتی‌متر و طول قاعده برابر 
۴ سانتی‌متر است. اگر یکی از زاویه‌های مجاور قاعده براپر ۶۰ درجه 


رزیل 


۷/3 


7 


:٩ شکل‎ 


باشد» طول هریک از دو ضلع مثلث (غیر از قاعده) را پیدا کنید (شکل .)٩‏ 
با توجه به شکل داریم: 


۱۸0۱ ۲۴, ۱۸8۱+ ۱0| ۳۰, 0 ۳ 


باید طول هریک از دو ضلع ۸4 و 190 را پیدا کنیم. 
حل. پارهحط راست 131 را بر قاعدهُ ۸0 عمود می‌کنيم. مثلث 1 ۸ 
قائم‌الزاریه و زاو حادهةٌ دوم آن برابر ۳۰ درچه است. بنابراین 


۱ 
۳۹ 


[۸8| و ۶ - ۳۰ < |96 م‌گيريم. بنبه دستور محاسبة ضلع 
روبه‌رو به زاوبهٌ حاده در مثلث ۰۸0 داریم : 
اه ۲۱۸۵۱۰ ۱4۵۱۲ +۱۵۵۲ > 50۳ 
و یا 
2 ۲۷۴ - "و + ۲۴۲ - ۲( -۲۰) 


از اين معادله؛ مقدار 2 به دست می‌آید: ٩‏ 2. 
پاسخ. ضلع ۸۸ به طول ٩‏ سانتیمتر و ضلع 20 به طول ۲۱ 
سانتی‌متر است. 


۱۱۴ 


پاسخ مساله‌های فصل ۴ 


۱ 
نمونه اول. ۱) 4 ۲) ۴ ح< 2 ۱- < 7۲ 
۱ - ۲2۲۵ 
7 و 
۳( ۲۸-۱(۶) < ه؛ ۴ کت واحد مربع. 
۴ 
"59 
۲ 
نمونة دوم. ۱) » > » و ۳ < 2 ۲) ۲۸+۱(۶) > «؛ 
۳ > امه ۱ 
۳( (2سته+۲) (2 نه-) - سح رد واحد 
مه 


مکمب 
نمونه سوم. ) ۱۲ دقیقه» ۱ ساعت؛ ۲) ۱: ۳) (۱ -) ع< 2 


۲ 1 
(۱,۲,۳ ۶ ۲): ۴) بت ی واحد مکمب. 
۲ هه ۲ 


نموف چهارم. 4 ۲ (۴,۵) و ۳ ۳( 5+ - 2 


و 5 4 ۲۵۲ - ه (2 > :6 ۴) ۲۴ سانتی‌متر مریع. 


۱۹۵ 


نمونژ پیجم. ۱) ۵۰ کیلومتر در ساعت و ۰ کیرتین هب شاف ۳( 
(#چ) و (۲,۴-)؛ وه ( +ه) جنو. (8 + ع)هاه_ و1 


/ 2 طله ه وزه 


نمونه ششم. ۱) ۱+ ۲) چ ‏ ۲۷۲ ع ه؛ ۳) ۱۱۶۸۸ ۴) ۷ «. 
نمونة هفتم. ۱) ۰: ۲) ۳ < 2: ۳) ۲ونته + 07۲ < ده و 
وه + ۲ < 27؛ ۴) ۵۰۴۲ سانتی‌متر مکعب. 
نمونه هشتم. ۱) ۹۵ ۲) ۷ < ,2؛ ۲ < 5۲؛ 
۳ (۷۳ 1 ۲ )واه + ۲ - ۵+ ۲) ۲۳۹ واحد مکمب. 
نمونه نهم. 0 ۱؛ ۲ ۲ > ن > ۰ ۲) ۱(۴۵۰ +۴۷) < هه 
۱-۶(۴) < بل و ۱(۳۰۹+ ۶۷6) < ۰2 ۴(۲۵۰ -۱) < ۲ن؛ 
1 خی بت ۲ 
۴ (۰ - 8)هزه (8 + به)طزه . (8ِ ۳ وه وه 7۸۵ 
طزه 
واحد مربع. 
نمونة دهم. ۱) (۲۵,۱۶) و (۱۶,۲۵): ۲) ۷/۵۳۳ 
۴( دام 8 امه ه هه "اج واحد مکعب. 
ور : 
نمونه یازدهم. .0 شت واحد مکعب؛ ۲) ۱.-- < 2۱ و 
7 هل ۱۲ 


طِ + ۳) 5 + ۱۲ < ری ۳۶-) + جع و 


نمونه دوازدهم. ‏ ۱) ۲ کیلومتر و ۲۸۵ کیلرمتر؛ »+ ۳) 


(ه - ۲ «ه ۲۷۲ 


1 ۵, 


۱۹۶ 


کچ مه دز ۵ هن م۲ 
۴( واحد مکعب. 
8111 5 
نمنه سيزدهم. ۱) ۱۳۲۹۹۲ ۲) 5 - ۸۲ > » (2 6 ۶): ۳) 
لزی 
۱ -< 2 ۴) سب واحد مربع. 
81۳ 


نمرنه چهاردهم. ۱) ۵- < ۸+ ۲) ۰+ ۳) ج) 5 + < بع 


وه +۷7 - بی ن) ۴ - ۵؛ ۴) هه هو اما واحد 
نمونه پانزدهم. ۱) ۴۸ سیب و ۶۰ سیب؛ 
(ه + ۵۰) اه جح "وم ۲۰/۲ ۱ 

‌ ۰( ) د(۱ ,)+ ۲) 


7 

۲۵۰-۶ "وم ۵ دنه ۲۵۲ 
7 واحد مریع. 

نمونة شانزدهم. 0۱ ۱۰۰۰ تن؛ ۲) ۱: ۳) ْ < ۵ ۴) 


:۵ 08 0۰/00 5 ۲۵ واحد مکمب. 


۱۱۷ 


بخش دوم 
مساله‌های ریاضی را چگونه حل کنیم؟ 


ایوان یا کوله‌ویچ دیمان 


هر دانش‌آموزی در آرزوی آن است که از عهدهُ حل مساله‌ها برآید. و 
اين آرزوی حرفنت: و به حقی است. مهارت در حل مساله‌ها؛ نشان می‌دهد 
که نظریه‌ها. آگاهانه و رف و پردوام فرا گرفته شده است. و این همان چیزی 
است که از هر دانش‌آموزی انتظار دارند. 

خوائنده» نباید چشم به راء آن باشد که کتاب کوچک ما» روش حل همة 
مساله‌هایی را که در حساب و آغاز هندسه و جبرء با آن‌ها رویه‌رو می‌شود» 
به او نشان دهد. توانایی حل مساله‌ها» مستلزم کار طولائی و مداوم و اغلب 
داشتن استعدادی است که قابل آموختن نیست : هاستعداد» گلی است که 
در هو زمینی نمی‌رویده و به گونه‌ای می‌شکفد که هیچ کس چگونگی آن 
را نمی‌داند». این جمله را فابر (۳۵۱۳6 1160۳1 1627)» که نویسندهٌ 
کتاب‌های مربوط به حشرات است؛ گفته است؛ این دانشمند برای ریاضیات 
ارزش زیادی قایل بود و از آن در بیان زندگی حشرات؛ استفاده می‌کرد. کم 
نیستند پرسش‌هایی که در برخورد اول» به نظر ساده می‌آیند. ولی برای حل 
آن‌ها؛ به زیرکی و استعداد زیادی نیاز است. در این‌باره » بهترین نمونه‌ها را 


۱۹ 


می‌توان در حساب عددهای درست پیدا کرد که در سال‌های آخر دبستان و 
سال‌های نخست راهنمایی» آموخته می‌شود. 

در حساب عذدهای درست» حکم‌های به ظاهر روشنی وجود دارد که تا 
امروز نتوانسته‌اند اثبات آن‌ها را پیدا کننده اگرچه بزرگترین دانشمندان ریاضی در 
جریان سده‌های متوالی» در جست‌وجوی این اثبات 
بوده‌اند. پافنوگی لوويج چیثف (۱۸۹۴-۱۸۲۱) 
و ایوان_ماتويريج وینرگرادف (متولد ۰0۱۸۹۱ 
ریاضی‌دان‌های بزرگ روس شهرت جهانی خود را 
به خاطر حل پرسش‌هایی از حساب غددهای,درست 
به دست آوردند. 

پرشکین دربارة پرگه‌نین آنه‌گین» که برای مطالعةً 
کتاب می‌نشست» می‌گوید: 

او هدفی قابل تحسین داشت» 

زیر می‌خواست صاحب عقل دیگران باشد. 

خوانندة کتاب ماء نباید به این بس کند که راه 


حل‌های داده شده را بخوائد. بلکه باید پیش‌ازآن 


کوشش کند که هرمساله راخودش حل‌کند و درصورتی . وینوطرادوق 

که موفق نشد» توضیح کتاب را بیند تا پتواند برای حل مساله‌های دیگر از 
آن استفاده کند. وقتی راه حل مساله را در کتاب دیدید تلاش کنید خودتان 
هم روشی برای حل پیدا کنید. چه بسا که شما بتوانید روشی قابل فهم‌تر 
به دست آورید و پا حتا» روشی که تا امروز در دانش بی‌سابقه بوده است. 
یک ضرب‌المثل قدیمی می‌گوید: نمی‌توان راه حل همه مساله‌ها را به کسی 
یاد داد ولی می‌توان اين را‌حل‌ها را یاد گرفت. برای این منظور باید از 
دشواری‌ها نهراسید و برای از پین بردن آن‌هاء پشتکار و حوصله به خرج 


۱۳۳ 


ن. ن. زلاتورانسکی دربار؛ٌ این‌که چطرر نوانست ریاضیات را بفهمد 
ریاضیاتی که در ابندا پرایش دور از دسترس بود» داستان آموزنده‌ای دارد. 
پدر زلاتورانسکی که مرتب از عدم پیشرفت فرزندش در ریاضیات؛ از 
جانب دبستان آگاه می‌شود؛ از یکی از معلمین که در مدرسهٌ دیگری کار 
می‌کرد» خواهش کرد که به پسرش کمک کند. دنبالٌ داستان را از زبان خود 
زلاتورانسکی بشنوید: 

س (معلمی که به او معرفی شده بود)» مرا با سردی معمولی» ولی 
در خانوادةٌ خود» پذیرفت و بدون این‌که علاقه‌ای نشان دهد که آیا من 
چیزی. می‌دانم و یا چگونه می‌دانم» بدون هیچ مقدمه‌ای به آشنا کردن من 
با مقدماتی‌ترین بنیان‌های ریاضی پردات» چیزهایی که من هرگز در دبستان 
نیاموخته بودم و در چهار سالی که درس می‌خواندم؛ به آن‌ها توجهی نکرده 
بودم. او از ساده‌ترین موضوع‌ها» یعنی شماره‌گذاری؛ شروع کرد و سپس 
گام به گام جلو رفت و به طور منطقی و ساده» از عملی؛ عمل دیگر را 
نتیجه گرفت و چیزهایی را برای من روشن کرد که پیش از آن به نظرم معمایی 
و اسرارآمیز می‌رسید ۰.. درس دوم؛ سوم و هر بار که از پیش او می‌رفتم» 
پیشتر و بیشتر دلگرم می‌شدم. در ماه گذشت و من دیگر از گیجی درآمده 
بودم. آفا! آیا واقعاً من ابله و کندذهن نیستم؟ آخر آموزگاران دانشمند 
دیستان» برای حرف زدن با من با اين کلمه‌ها آغاز می‌کنند ۰.. ظاهراً س؛ 
از من راضی برد ولی آن را ظاهر نمی‌کرد؛ حتا علاقه‌ای به اين موضوع نشان 
نمی‌داد که چرا نمره‌های من در دبستان از یک و دو» تجاوز نمی‌کند؛ وقتی 
پیش او بودم» خیلی به راحتی» مساله‌های دشرار حساب و هندسه را حل 
می‌کردم ... بعد از گذشت دو ماهء س) خیلی کوتاه به پدرم گفت : ادیگر 
کافی است ... بیش از اين لازم نیست پسرتان پیش من بیاید ... بگذارید 
خودش را برای امتحان آماده کند ۰۰.». من از عهد؛ٌ امتحان برآمدم و در میان 
شگفتی آموزگارانم نمرژ خوب و رضایت‌بخشی گرفتم». 


اووژ 


ژلاتورائسکی می‌نویسد که در سال‌های بعد» چه در دبیرستان و چه در 
دانشکده به چشم یک «ریاضی‌دانه به او نگاه می‌کردند. 
ما هم» کوشش می‌کنيم» آگاهی‌های ریاضی را به 
صورت داستان و بدون این‌که از روش مورد قبول 
کتاب‌های درسی ریاضی پیروی کنیم برای شما شرح 


دهیم. 
نویسندةً کتاب می‌شواهد با تشک و احترام 
از معلم خود؛ ولادیمیر .ولادیمیروویچ لرمانتوف و.د. لرما تقوق 


(۰)۱۹۱۸-۱۸۴۵ دستبار دانشکدة پترزسورگ» 
و خویش نزدیک شاعر بزرگ» یاد کند. این مربی بزرگ» که کتاب‌های جالب 
«دورهٌ جبر عملی» و «هندسةٌ عملی بر اساس تجربه» را نوشته است» هميشه 
به یاد من می‌آورد که باید فکر کرد: «اول فکر کنید و بعد انجام دهید». ۰ 

توصيةٌ من به خواننده این است که فکر کند. در این کتاب مساله‌هاین 
انتخاب شده است که برای حل آن‌ها؛ تنها کمی فکر کردن لام است. 

از اين‌که همة آنچه را که می‌خوانید در همان لحظه‌های اول برایتان 
روشن و قابل فهم نیست. دچار نگرانی نشوید و خجالت نکشید. یروی 
ذهنی آدمیان؛ یک جور نیست. بعضی‌ها. مطالب تازه را زود و راحت» ولی 
غالبا سطحی, یاد می‌گیرند در حالی که بعضی دیگر» هر چیز تازهای را به 
کندی» ولی عمیق فرا می‌گیرند. 

دربارُ داوید هیلبرت (۰)۱۹۴۳-۱۸۶۲ بزرگترین ریاضی‌دان سدة پیستم 
می‌گریند که او اندیشه‌های تازه را به‌کندی درک می‌کرد؛ ولی در عوض» وقتی 
که آن‌ها را یاد می‌گرفت: دیگر هیچ کس یارای برابری او را در کاربرد آن 
اندیشه و پشبرد بعدی آن؛ نداشت. 

مطالعة یک کتاب ریاضی؛ و از آن‌جمله کتاب ماه یک سرگرمی ساده 
نیست. برای خواندن این‌گونه کتاب‌هاء باید قلم در دست گرفت و نتیجه‌های 


وف 


په‌ست آمده را دوباره پیدا کند. 

استدلال‌های طرلانی‌تر را نمی‌توان؛ با یک‌بار 
خواندن» فرا گرفت. ویژگی ریاضیات در اين است 
که هر موضوع تازةٌ آن متکی به یک موضوع تازه 
است؛ بلافاصله و بدون ابهام روشن نمی‌شود. پلکه 


پا ادامهٌ کار و درک موضوع‌های بعدی. اين ابهام‌ها 
به تدریج برطرف می‌شود. به همین مناسبت» باید اغلب به موضوع‌های قبلی 
برگشت و دوباره آن‌ها را تکرار کرد. اگر برای شماء چنین وضعی پیش 
آمد؛ مثل زلاتورانسکی با عجله دربار؛ خود داوری نکنید و خود را کندذهن 
نپندارید» با سرسختی ادامه دهید و هسنگ خارای دانش را خرد کنیل». به 
جاطر داشته باشید که به قول دالامبر» ریاضی‌دان و روشن‌فکر سد؛ٌ هیجدهم : 
«عمه چیز را به همه کس نداده‌اند» ولی هر کس می‌تراند خود را به پانشاری 
و کار عادت دهده. 


۱۵ 


درس نخسه- 


آن‌چه در سپتامبر ۰۱۹۵۶ ضمن حل یک 
مساله, در یک مدرسة لفینگراد؛ پیش آمد. 


عدد شش‌رقمی 57750۳3۳3737 - ۷ را طوری پیدا کنید که با ضرب 
آن در عددهای ۰۲ ۳ ۰۴ ۵ و ۶ باز هم عددی شش‌رقمی با همین رقم‌ها» 
ولی با ردیف دیگری» به دست آید. 

یادداشت. نشانهٌ 7۶07۲۳771 به معنای عددی است که نخستین 
رقم آن از سمت راست برابر با ۰۵ دومین رقم آن ۰0۲ رقم سرم آن 6۳ 
باشد و غیره. به زبان دیگر» در اين عدد؛ رقم یکان برابر ۵۰ رقم دهگان 
پرابر ۰۵ رقم سدگان برابر ۵۳ و غیره است. نمادهای ۰۵ ۰6۲ ۵۲ 
۲ 6۵ 6۶ رقم‌هایی هستند که تعداد واحدها را در مرتبه‌های مختلف» 
نشان می‌دهند: مرتبة یکان؛ دهگان سدگان و غیره. بونانی‌های باستان برای 
بیان چنین عددی» برای واحدهای مرتبه‌های مختلف اصطلاح‌های ویژه‌ای 
داشتند. آن‌ها» اين مساله را تفریباً به این ترتیب بیان می‌کردند: رقم‌های عدد 


مورد نظر از راست به چپ عبارت است از ۰۵۱ ۰0۲ ۰0۲ 0۲ ۵ و 6۶. 


۱۶ 


و اين نمونه‌ای است که چگونه تفاوت بیان و روش نوشتن» ممکن است 
کار حل و بیان یک مساله را ساده کند. 

حالاء پیش از آن‌که دنبالة بحث ما را بگیرید» کوشش کنید خودتان جواب 
ساله را پیدا کنید. 

پیلا کني 

آنچه در زیر می‌خوانید» بحثی است که بین نویسندُ اين کتاب با 
شاگردانش در کلاس هشتم؛ انجام گرفته است. 

معلم. شما در جریان سال تحصیلی» چند مسائه 


حل می‌کنید؟ 
ی دانشرآموز. (بعدازکمی‌سکوت) .حساب نکرده‌ایم 
۰ خیلی زیاد. 


معلم. خیلی؟ هزارتا می‌شود؟ 

دانشر‌آموز. ممکن است بشود! 

معلم. فکر می‌کنید چرا اين همه مساله را باید حل 
کنید؟ 

دانشرآموز. (بعدارکمی‌فکر). برای این‌که نظریه 
های ریاضی را بهتر بفهمیم. 

معلم. نظریه‌ها را برای چه یاد می‌گیرید؟ 
دانش‌آموز. برای این‌که بتوانیم مساله‌ها را حل کنیم. 

معلم. به اين ثرتیب» نظریه برای حل مساله. و حل مساله برای بهتر 

فهمیدن نظریه لازم است. 


(حنده دانشآموز) 
آیا: این شبیه داستانی نیست که در اقیانوسی» جزیره‌ای بوده است که مزدم آن 
کاری جز این نداشتند که لباس‌های یکدیگر را بشویند؟ 


(خنده) 


ول 


دانش‌آموز. ریاضیات» در زندگی و عمل به کار می‌آید» ما باید بتوانیم 
مساله‌هایی را که در تولید و زندگی اقتصادی وجود دارد و یا در فیزیک و 
شیمی مطرح می‌شود» حل کنیم. 

معلم. حالا» درست شد. این بیان درست و خوبی است. ولی؛ 
شما چگونه کاربرد ریاضیات را در عمل نشان می‌دهید؟ شما در مدرسه 
مساله‌های زیادی از هر نوع» حل می‌کنید. آن‌ها را در دفتر خود می‌نویسید 
و شماره‌گذاری می‌کنید. حالاء وقتی که در عمل به مشکلی برخورد کنید»چه 
می‌کنید؟ آیا به حافظٌ خود مراجعه می‌کنید و به یاد می‌آورید که اين مسائه را 
زیر چه شماره‌ای در دفتر حود حل کرده‌اید و دفتر خود را باز می‌کنید و را‌حل 
را پیدا می‌کنید؟ آیا معنای کاربرد حل مساله‌ها در عمل» همین است؟ 

دانش‌آموز. نه به اين ترتیب نمی‌توان عمل کرد. همه مساله‌ها» از قبل 
حل نشده است. تعداد آن‌هاء آن‌قدر زیاد است که نه می‌توان همه آن‌ها را به 
یاد آورد و نه می‌توان آن‌ها را پیدا کرد. 

معلم. کاملاً درست است. در عمل به چنان مساله‌های گرناگونی برخورد 
می‌کنيم که پیش‌پینی آن‌ها در مدرسه» و از قبل ناممکن است. 

اگر شما در مدرسه مساله حل می‌کنید به این دلیل است که به طور 
کلی مساله حل کردن را یاد بگیرید. 

حالا» می‌توانید بگویید که برای مساله حل کردن» به چه چیزهایی نیاز 
داریم؟ 

دانش‌آموز. باید نظریه‌ها را بدانیم و با روش‌های گوناگرن حل مساله‌ها 
هم آشنا باشیم. 

معلم. درست است. ولی؛ آیا می‌توان همه انواع مساله‌ها را پیش‌بینی کرد 
و روش حل آن‌ها را به یاد داشت؟ 

دانش‌آموز. روش‌های مهم را می‌توان .۰. مثلاً حل معادله‌ها را. 

معلم. درست است. می‌توان معادله‌ها را؛ بنایر قاعده‌هایی که وجود دارد» 


۱۳۸ 


حل کرد. ولی» آیا برای تشکیل معادله‌هایی که لازم است» قاعده‌های حاضر 
و آماده‌ای وجود دارد؟ 

دانث‌آموز. نه! نمی‌توان پیش‌بینی کرد که هر بار. چگونه پاید معادله را 
تشکیل داد. 

معلم. پس برای حل یک مساله؛ برای تشکیل هر معادله» چه چیزی لازم 


است؟ 

دانش‌آموز. (بعد از کمی تامل). باید فکر کرد. 

معلم. اين» همان چیزی است که به عنوان حقیقت اصلی به دست 
آوردیم. برای حل هر مساله باید فکر کرد. اگر شما در مدرسه مساله حل 
می‌کنید - و مساله‌های زیاد - تنها به این دلیل است که راه فکر کردن را یاد 
بگیرید. حالا» ما با هم به حل مساله‌ای می‌پردازيم که برایمان تازگی دارد و 
غیر از آن‌هایی است که تا امروژ حل کرده‌ایم. 

مساله چنین است: 

یک عدد شش‌رقمی پیدا کنید که اگر آن را در هرکدام از عددهای ۰۲ ۰۳ 
۴ ۵ و ۶ ضرب کنیم» باز هم یک عدد شش‌رفمی به دست آید که از همان 
رقم‌ها؛ ولی با ردیف دیگری؛ تشکیل شده باشد. 

اگر» این عدد را به این شکل نشان دهیم: 


1۷ << ۲ 


که در آن ۰۵۱ ۰۵۲ ۵۳ 2۲ وت و ۵۶ رقم‌های عدد را از راست به چپ» 
نشان می‌دهند» مساله عبارت می‌شود از تشکیل جدول 


- ۷[ 
با بر 2 ۳۷ 
موی که ۳ 


۱۳۹ 


۱ 
0 
سای وی 2 ۱۳ 


باید رقم‌های عدد ۷ را پیدا کرد و علاوه بر آن» باید معلوم کرد که این رقم‌ها 
در جدول ما» در جای نقطه‌ها به چه ردیفی قرار گرفته‌اند. 
حل این مساله را چگونه آغاز کنیم؟ 


سکوت 
با چه روشی باید آن را حل کرد؟ 
(سکوت و بعد زمزمه بین دانش‌آموزان) 


دانش‌آموز. آن را به کمک معادله. حل خواهیم کرد. 

معلم. معادله؛ وسیلا پرتوانی برای حل مساله‌ها است. شما آگاهید که 
چطور می‌توان حل مساله‌های حساب را به‌وسیلةٌ معادل ساده کرد. 

آلبرت اینشتین (۰)۱۹۵۵-۱۸۷۹ یکی از بزرگترین . دانشمندان سدهٌ 
بیستم؛ در اين باره» این‌طرر می‌گوید: وقتی که در کلاس اول دبیرستان 
بودم گفت‌وگوی دانش‌آموزان بزرگثر را شنیدم که می‌گفتند؛ چیزی به نام چبر 
می‌خوانند. ی بو ویو ۱ 
پرسیدم که جبر چیست. عمویم گفت: «آلبرت جیر» 
عبارت است از حساب برای تتبل‌ها» آدم تنبل به 
کمک جبر فکر می‌کند و مساله‌های حساب را حل 
می‌کندا. 

آبرام فدورویچ ایرفه (متولد ۰)۱۸۸۰ دربار؛ٌ سال‌های اول دییرستان 
خودش: می‌نوپسد : 


1۳۰ 


«من متوجه اين واقعیت شدم که چگونه» مساله‌هایی که تا اين حد پراکنده 
و گوناگرن‌اند» به یاری یک روش» حل می‌شوند و به کمک قاعده‌ای که زیرکانه 
درست شده است؛ مساله‌های دشوار فکری» ساده و قابل سل می‌شوند ... 
من اين روش را خیلی شرافتمندانه نمی‌دانستم» زیرا به یاری آن می‌شود؛ بدون 
اين‌که زحمت فکر کردن را به خود بدهیم؛ جواب درست را به دست آوریم 
... ولی؛ وقتی که توانستم از عهدهٌ حل مسالةٌ پیچیده‌ای برآیم» چقدر رنج‌آور 
بود که از معلم خود یشنوم که برای هر کدام از اين نوع مساله‌ها (مربوط به 
حوض آب؛ مربوط به مسافرینی که به سوی هم در حرکتند و یا مساله‌های 
مربوط به تقسیم ارث)» روش مکانیکی حاضر و آماده‌ای وجود دارد که به 
یاری آن می‌توان» بدون فکر کردن» پاسخ درست را پیدا کرده. 

ما نباید نسبت به قاعدةٌ حل مساله‌های نمونه‌ای و يا به چبر» که روش 
سناده‌ای برای حل مساله‌های دشوار حساب در اختیار ما گذاشته است» بی‌اعتنا 
باشیم. اهمیت جبر» تنها در همین‌جا نیست. جبر راه حل مجموعه‌ای از 
مساله‌ها را به ما می‌دهد که یا به کلی به یاری حساب حل نمی‌شوند و یا با 
دشواری و به صورت پیچیده‌ای به نتیجه می‌رسند. وقتی در زندگی لازم باشد 
که پاسخ یک پرسش ریاضی را به دست آوریم» و این پاسخ را هم می‌توانیم 
به یاری جبر پیدا کنیم» هیچ چیز نباید مانع استفادهٌ ما از آن بشود. 

با وجود اين» امکان استفاده از جبر» چیزی از اهمیت روش‌های حسابی 
حل مساله‌ها؛ نمی‌کاهد. روش حسابی حل مساله‌ها؛ تا حد زیادی؛ به جای 
به کار گرفتن روش‌ها و قانون‌های مکانیکی و حاضر و آماده» ما را وادار به 
فکر کردن می‌کند. 

به حل مسالهٌ خودمان برگردیم. 

می‌توان؛ اين مساله را به یاری معادله» حل کرد. ولی چگونه؟ چند معادله 
باید تشکیل بدهیم؟ 


دانش‌آموز. شش معادلف زیرا باید شش رقم را پیدا کنیم. 


1۱۳۹٩ 


معلم. اگر شش رقم مجهرل را پیدا کنیم؛ مسالة ما به طور کامل حل 


شلده است؟ 
دانش‌آموز. علاوه بر آن» پاید معلرم کنیم که جای اين رقم‌ها در شش 
عدد کچاست. 


معلم. برای تعیین جای رقم‌ها؛ به چند معادله نیاز داریم؟ 
دانش‌آموز. باید شش معادله را تشکیل داد و دستگاه شش معادله را حل 
کرد. 


(خنده) 


و این دشوار است. 

معلم. دستگاه شش معادلهٌ شش مجهولی را می‌توان حل کرد» دشواری 
اصلی حل مساله در اینجا است که اين معادله‌ها را با توجه به شرط‌های 
مساله» چگونه تشکیل دهیم. 

راه دیگری پرای حل مساله پينديشيم. به یاد بياوريم که پرای حل هر 
مساله‌ای چه پاید کرد. 


دانش‌آموز. باید فکر کرد. 
معلم. خوب؛ همین کار را بکنیم ... 


(سکوت) 


انتظار نداشته باشید که یکباره هر شش رقم را پیدا کنیم. با یکی از 
رقم‌ها آغاز کنیم. 
تربار؛ رقم ۶ چه می‌توان گفت؟ 


(سکوت) 
آپا هر رقمی می‌تواند به جای نخستین رقم عدد ما باشد؟ 


۱۳۴ 


(سکوت) 
آیا پ‌جای مه می‌توان رفم » را گذاشت؟ 
دانش‌آموز. نمی‌توان؛ زیرا در اين صورت یک عدد شش‌رقمی نخواهیم 
داشت. ۱ 
معلم. آیا رقم 0۶ می‌تواند برابر با واحد باشد؟ 
دانش‌آموز. می‌تواند. 
معلم. رقم ۲ چطرر؟ 
دانش‌آموز. (بعد از کمی تامل). ۵۶ نمی‌تواند برابر ۲ باشد؛ زیرا در آن 
صورت ۰۵۷ عددی هشت رقمی می‌شود. 
معلم. کاملاً درست است. به این ترتیب» اگر عدد مجهول ما وجود 
داشته باشد باید داشته باشیم : 


(0 


نخستین رقم عدد ۲/۷ (از سمت چپ)۰ چیست؟ آیا اين رقم می‌تواند 
مساوی ۱ باشد؟ 

دانشرآموز. نمی‌تواند. وقتی که نخستین رقم عدد ۷ برابر است با ۰۱ 
بمد از آنکه آن را در ۲ ضرب کنیم» نخسئین رقم عدد ۲/۷: حتماً باید برابر 
با ۲ باشد؟ 

دانش‌آموز. رقم نخست عدد ۲۸۷ می‌تواند یکی از دو عدد ۲ یا ۳ باشد» 
و اين بستگی به آن دارد که رقم ۵۵ برابر چه عددی باشد. اگر م۵ برابر ۵ یا 
پیشتر باشد. در آن صورت. عدد ۲۷ با رفم ۳ آغاز می‌شود. 

معلم. به اين ترتیب نمی‌توائيم به طر دفیق به این پرسش که عدد دوم 
با ۲ آغاز می‌شود يا ۳» پاسخ بدهیم» ولی می‌توانیم نتیجه مهم‌تری: بگيريم. 
دربارة هر شش عدد فکر کنیم» اين عددها از سمت چپ با چه رقمی شروع 
می‌شوند؟ 


ارنرز 


دانش‌آموز (بعد از کمی فکر). رقم‌های نخست مرتباً بزرگ مي‌شوند: 
رقم سمت چپ هر عدد بعدی؛ از رقم سمت چپ عدد قبلی بزرگتر است. 

معلم. اين نتیجه؛ خیلی مهم است: شش رقم نخست این شش عدد 
به ترتیب صعودی هستند و از ۱ شروع شده‌اند ... دیگر چه نتیجهٌ مهمی 
می‌توان دربارةٌ رقم‌های عددهای مجهول ما به دست آورد؟ 


(سکوت ۳ 


وقتی که شش رقم ما صعودی هستند آیا می‌توان بین آن‌ها رقم‌های 
مساوی پیدا کرد؟ 

دانشر‌آموز. البته نه! 

معلم. اين هم نتیجه‌ای بسیار مهم است : این شش رقم با هم فرق دارند 
۰ بین آن‌ها؛ رقم‌های برابر پیدا نمی‌شود. 

از ده رقم موجود: کدام رقم نمی‌تواند بين اين شش رقم باشد؟ 

دانش‌آموز (بعد از تامل). بين این شش رقم» صفر وجود ندارد. 

معلم. حالا دیگر خیلی چیزها دربارة رقم‌های عدد مجهول می‌دانیم! در 
این عدد و در حاصل‌ضرب‌های آن در ۲ ۰۳ ۰۴ ۵ و ۶ یعنی در عددهای 
جدول ما؛ در نخستین جای سمت چپ شش رقم متفاوت قرار دارد که به 
ترتیب صعودی» با شروع از ۰۱ فرار گرفه‌اند. رقم صفر در بین آن‌ها وجود 
ندارد. اما عدد مجهول ما» چند رقم دارد؟ 

دانش‌آمو. شش رقم. 

تعلم. آیا برای نخستین رقم‌ها از سمت چپ؛ و رقم‌های عدد مجهول ما 
(یعنی ۸ ۲ ۰۳ 6۵ و و6) مطلب کلی دیگری وجرد دارد؟ 

دانش‌آمرز. رقم‌های عدد مجهول همان نخستین رقم‌های سمت چپ 
عددهای جدرل هستند» تنها در عدد 2۷ اين رقم‌ها به ردیف دیگری هستند. 


۱۳۴ 


معلم. دوباره» نتیجه‌های کلی را که دربار؛ُ رقم‌های عدد مورد نظر به 
دست آورده‌ایم» به یاد بياوريم : 


)۲ رقم‌های ۵۱ : ۰۲ 6۲ > 0۲ 6 و عه ‏ متفاوتند. 
(۳ بین رقم‌های ۵۱ ۰ ۵۲ ۰ ۵۲ ۰ 0۲ ) ده و 62۶ صفر وجود ندارد 
)۲( رثم‌های اول عددهای جدول؛ صعودی هستند." 


این‌ها: آگاهی‌های کلی: دربار؛ٌ عدد مطلوب است. 

به رقم ۵۱ بپردازيم» 

آیا هر رقمی می‌توائد در جای اول سمت راست عدده فرار گیرد؟ 

دانشرآموز دیگر. نمی‌تواند» زیرا اصولاً در بين رقم‌های عدد ما؛ صفر 
وجود ندارد. 

دانش‌آموز دیگر. واحد هم نمی‌تواند» زیرا» رقم ۱ در مرتبهٌ ششم عدد 
قرار دارد و می‌دانیم که رقم‌های عدد ما متفاوتند. 

معلم. آیا» مثلاً ۵ -< 6۱ می‌تواند باشد؟ 

دانش‌آموژ. نه» نمی‌تواند؛ اگر ۵۱ برابر ۵ باشد» آخرین رقم عدد ۲۸۷ 
برابر صفر می‌شود در حالی که بین رقم‌های مورد نظر ما؛ صفر وجود ندارد. 

معلم. با توجه به همین علت» دیگر کدام رقم نمي‌تواند در سمت واست 
عدد مجهول قرار گیرد؟ 

دانش‌آموز. ۵۱ نمی‌تواند عددی ژوج باشد. زیرا: اگر 6۰ زوج باشد. 
عدد ۵/۷ به صفر ختم خواهد شد. 

معلم. به این ترتیب؛ 6۱ برابر با هیچ کدام از رقم‌های ۰ ۰۱ ۲ ۴ 
۵ ۶ و ۸ نیست. تنها رقم‌های ۰۳ ۷ و ٩‏ می‌ماند که می‌ترانند یکان عدد 
۷ باشند. 

آیا ۳ -< 6۱ می‌تواند باشد؟ 


۱۳۵ 


(همه فکر من‌کنند» بی آلکه کسی به نتیجه‌ای برسد) 
اين دشوارترین مرحلة حل مساله است: 
فرض کنیم ۳ < ,ه در این صورت. رقم یکان در عددهای ۰۷ ۰۲۷ 
۷ ۰۴۸۷ ۵۸۷ و ۶۷ چیست؟ 
دانثرآموز. ۰۳ ۶ ٩‏ ۰۲ ۵ و ۸ 
معلم. آپا این وضع ممکن است؟ 
(فکر می‌کنند ولی به پاسخ عشخصی نمی‌رسند) 
در اینجا. چند رقم داریم؟ درضمن عدد 7۷ چند رتم دارد؟ 
دانش‌آموز. در اینجا شش رقم داریم؛ عدد ۷/ هم شش‌رقمی است. 
معلم. آیا این شش رقم می‌توانند رقم‌های عدد 1۷ باشند؟ 
(فکر و مشورت با هم) 
دانش‌آموز. نمی‌توانند. می‌دانيم که ۱ ۰ 6۶ و در اینجا. هیچ کدام از 
رقم‌ها برابر با ۱ نیست ؛ 4۱ نمی‌تواند برابر با ۳ باشد. ۱ 
معلم. حالا دیگر؛ شما می‌توانید بگویید که رقم ۵۱ برابر با ۷ است يا 


دانش‌آموز. اگر داشته باشیم: ۷ 2 6 رقم‌های بکان در عددهای 
جدول به ترئیب برابر با ۰۷ ۴ ۰۱ ۰۸ ۵ و ۲ می‌شود. 
اگر داشته باشیم : ۹ ۵۱ اين رقم‌ها؛ چنین‌اند: ۰٩‏ ۸۸ ۰۷ ۶ ۰۵ 


از اینجا دیده می‌شود که رقم یکان عدد 7۷ تمی‌تواند برابر ٩‏ باشد (درست 
به همان دلیلی که نمی‌توانست برابر ۳ باشد). بتابراین اگر عدد 2۷ وجود 
داشته باشد باید ۵۱ برابر با ۷ باشد. 


معلم. بنویسیم: اگر عدد 7۷ وجود داشته باشد؛ در آن صورت داریم: 


(۵( 


۱۳۶ 


حالاء عددهای جدول؛ یعنی ۷ ۰۲۸۷ ۰۲۷ ۰۵2۷ ۶۷ را 
چگونه می‌توانیم بنویسیم؟ 
دانش‌آموز. به این ترتیب: 


2 ۷ - ۷۷ 


۲ مد‎ ۴ 
۳۷  ۱ 
۲۷ - ۸ 0۳ 
۵۷ - ۵ 
۶۷ 2 ۲ 


.تون اول سمت راست را از این‌جا به دست آورده‌ايم که می‌دانیم 
۷< 2۱؛ با ضرپ ۷ در ۰۲ ۰۳ ۴ ۵ و ۶ به ترتیب رقم‌های یکان عددهای 
پعدی به دست آمده است. ستون سمت چپ هم با توجه به نتیجهٌ (۴) تنظیم 
شده است. 

معلم. رقم ۵۵ را چگونه پیدا کنیم؟ 

دانش‌آموز. .(به کمک معلم) 6۵ نمی‌تواندمساوی ۱ باشد. زیراعدد ۱ 
نمی‌تواند دو بار در عدد مجهول تکرار شود. ۵۵ نمی‌تواند برابر ۲ باشد؛ 
زیرا در این صورت» رقم سمت چپ عدد ۷ برابر ۴ نمی‌شود (اگر 6۴ 
را بزرگترین رقم ممکن؛ یعنی ۰۸ بگيریم» حاصل ضرب ۲ « ۰۱۳۸ برایر 
۴ و نخستین رقم سمت چپ عدد ۳/۷ پرابر ۳ می‌شود نه ۴). ۵۵ برایر 
۳ نیست» زیرا اصولاً رقم ۳ بين رفم‌های عدد مجهول نیست. 0۵ می‌توائد 
پرابر ۴ باشد» زیرا از ضرب ۱۴ (دو رقم سمت چپ عدد 2۷) در ۰۲ ۳ 
۴ ۵ و ۶ نخستین رقم سمت چپ به ترئیب برایر ۰۲ ۰۴ ۵ ۰۷ ۸ به 
دست می‌آید. م6 نمی‌تواند برابر ۵ یا بیشتر از ۵ باشد» زیرا در اين صورت؛ 
عدد ۲/۷ با رقم ۲ شروع خواهد شد. به این ترتیب: ۱ 


9 


۱۳۷ 


معلم. درست است. با همین روش می‌توان رقم‌های ۵۲ و ۲ را هم 
پیدا کرد؛ ولی راه کوتاه‌تری هم وجود دارد. 

می‌بینيم که چه در سترن اول و چه در ستون‌های دیگر جدول همه شش 
رقم مورد نظر ما؛ وجود دارد» تنها ردیف این رقم‌ها در ستون‌های مختلف 
متفاوت است. در واقم؛ ممکن نیست که در یک ستون دو رفم مساوی وجود 
داشته باشد» زیرا؛ اگر مثلاً فرض کنیم که داشته باشیم : 


۶۷ << ۲ 
۴/۷ < ۸ 


یعنی» فرض کنیم که در سومین ستون از سمت چپ؛ در هر دو عددء رقم 
0 وجود داشته باشد. اگر» این دو عدد را از هم کم کنیم» در سمت چپ 
۷ - ۶۷ یعنی ۲/۷ به دست آید. در سمت راست تساوی تفاضل» برای 
رقم سوم از سمت چپ یا صفر به دست می‌آید (وقنی که داشته باشیم 
< 6 و يا ٩‏ (ونتی که داشته باشیم ‏ > ع). ولی چون تفاضل برابر 
است با ۰۲/۷ که تنها می‌تواند از همان شش رقم عدد 2۷ تشکیل شده 
باشد و بین رثم‌های عدد مجهول هم نه صفر وجود دارد و نه ۰٩‏ بنابراین 
در یک ستون جدول نمی‌تواند دو رقم مساوی پیدا شود. به اين ترتیب: در 
همة ستون‌های جدول (11) همان رقم‌های ستون اول یا ستون آخر» وجود 
دارد. مجموع رقم‌های ستون آخر برابر است با ۰۳۷ یعنی مجموع رقم‌های 
هر ستون دلخواه برابر با ۲۷ می‌شود. در نتیجه؛ مجموع عددهای تساوی‌های 
(11) چنین می‌شود: 
۷ -- ۲۱۷ 

و از آنجا 


۱۱۳-۹۹۹۹۹۲ 
۷ رس- عد 


۱۳۸ 


اگر اين عدد را در ۲ ۳ ۴ ۵ و ۶ ضرب کنیم» معلوم می‌شود که 
اين عدد با هم شرط‌های مساله می‌سازد» زیرا همه عددهای جدول. از 
رقم‌های شبیه به هم تشکیل شده‌اند» که تنها در ردیف این رقم‌ها با هم تفاوت 


دارند : 
۵۷ ح- ۷] 
۴ - ۲۶۷ 
۱ - ۳/۷ 
۸ - ۴۲ 
۵ - ۵2۷ 
۲ << ۶۷ 


به این ترتیب» عدد مجهرل را به دست آوردیم : 


۷( ۱۷ 
بعد» شش دانش‌آموز به پای تخته» فراخوانده شدند. به هرکدام از آن‌ها» یکی 


۱ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ 4 ۳ 
از کسرهای م» مد ب؛ چ» 7+ با داده شد تأ به کسر دهدهی تبدیل کنند. 
آن‌ها» در میان شگفتی دانش‌آموزان کلاس» به دست آوردند: 


۱ 
۷ )مد - 
۰۶۱۳۲۸۵۷ - پ 


۱۳۹ 


۲ 

۴ < - 
(۲۸۵۷۱) ۰۸ 2ب 
۳ 

- «۴ 

(۴۲۸۵۷۱) ۰۸پ 
(۵۷۱۴۲۸ ۷ 
۷ 

۵ 

۷ سس 2 
(۷۱۴۲۸۵) ۸ ۳ 
۶ 

2 ۰۸۸۵۷۱۲۱ 


معلوم شد که شش عدد ما. عبارتند از دوره‌های گردش» در تبدیل 
۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ 1 
کسرهای ۷۷۷ به کسرهای دهدهی. دورهٌ کسر ۲ پرآپر 
است با عدد ۱۴۲۸۵۷؛ و همه دوره‌های گردش دیگر از همین عدده با 
انتقال یک یا چند رقم از سمت چپ به سمت راست. به دست می‌آید. ۱ 
چند رثم او چنمپ ب 1 ی 

رقم‌های عدد ۱۴۲۸۵۷ را روی محیط دایره‌ای بنویسیم» هر ۶ دورة گردش 
را می‌توان ضمن حرکت دور اين دایره و با شروع از 2 
رقم‌های ۰۱ ۲ ۴ ۷۵ با ۸ به دست آورد. اين 0 // 
روش تشکیل عددها را تبدیل دوری گویند. 7 0 
بلون اين‌که وارد در بحث مفصل بشویم» یادآور 
می‌شویم» که خاصیت مربوط به دوره‌های 


گردش کسوهای ۷" ۰ برای همه کسرهایی که دور گردش دارند. 
۰۹ اس 

2 7٩( 

۳ 

۲ 2 ۰/)( 


۱ 
۱ 


۱۳۰ 


حل مساله» با اين بحث تمام شد: 

معلم. آن‌هایی که هزار مساله حل کرده رده حالا از حل ۱0۰1 مسال 
آگٌاهی دارند» یک مساله بیشتر. 

دانش‌آموز. ولی؛ یک مسا غیر عادی بود. 

معلم. چرا غیر عادی؟ 

دانش‌آموز. برای این‌که خیلی زیبا حل شد. 

معلم. زیبا؟ می‌توانید زیبایی را تعریف کنید؟ 

دانش‌آموز. خوب. اين روشن است! مثلاً آدم دلش می‌خواهد آواز زییا 
را بشنوده در حالی که از صدای نازیبا فرار می‌کند. 

معلم. درست! زیبایی پرای هر کاری» اهمیت زیاد دارد. 

در ریاضیات هم زیبایی وجود دارد. اغلب» یک مساله را می‌توان با 
روش‌های گوناگونی حل کرد. در ریاضیات آن روشی زیباتر است که ساده‌تر 
باشد. وقتی که یک مسالٌ دشوار با روش ساده و از راه کوتاهی به نتیجه 
برسد» زیا خواهد برد. و وقتی که برای یک مساله؛ راهي طولائی انتخاب 
شود و با روض‌های پیچیده‌ای به نتیجه برسد. نازیباست. پ. ل. چبیشف» 
ریاضیدان بزرگ» راهی را در ریاضیات گشود که از جنیه‌های مشخص آن» 
پیدا کردن ساده‌ترین روش‌هاء برای حل مساله است. 

آیا برای شما پیش نيامده است که معلم شماء به جای نمرةٌ ۰۵ نمره ۴ 
را به شما داده باشد اگر چه مساله را درست حل کرده بودید؟ 

دانشسآموز. چرا؛ پیش آمده است. 

معلم. اين» مرقعی بوده است که شما مساله را درست. ولی ناژیبا حل 
کرده بوده‌اید. 


۱ 


هر وقت که مساله‌ای را حل می‌کنید» اين دو پرسش را در برابر خود قرار 
دهید : 

۱) آیا مساله را درست حل کرده‌ام؟ 

۲) آیا راه خوبی برای حل آن انتخاب کرده‌ام؟ 

و تنها وقتی که به هر دو پرسش؛ پاسخ مثبت دادید» باید چشم به راه 
نمرة عالی باشید. 

درس تمام شد. 


۱۲ 


درس دوم 
برای حل مساله. باید دربارة هر 
واژه‌ای از صورت مساله دقت کرد. 


برای حل هر مساله باید مرافب هر کلمه از شرط‌های مساله باشیم. 
گاهی ممکن است؛ حل مساله» به کلمه‌ها و 
شرط‌هایی بستگی داشته باشد که در نظر اول 
بی‌اهمیت تلقی شود. 

دو مسالةٌ زیر» نمونه‌هايي از این‌گونه مساله‌ها 
هستند» که حل آن‌ها؛ بستگی به دقت در هر کلمه 


از صورت آن‌ها دارد. 


مسالة ۰۱ پدری سه پسر داشت که همه آن‌ها؛ خوب درس می‌خواندند. 
پدر می‌خواست بداند» کدام یک از آن‌ها تیزهوش‌تر است. برای این منظور» 
دست به آزمایش زیر زد: 

پنج کلاه انتخاب کرد. جلو چشم بچه‌ها: روی سه کلاه را ستارٌ قرمز و 
روی دو کلاه دیگر را ستاو سفید چسبانید. بعد چشم‌های سه پسر را بست 


۱۳۳ 


و به سر هر کدام از آن‌ها کلاهی گذاشت و دو کلاه باتی‌مانده را پتهان کرد. 
بعد. نوار را از چشم‌های بچه‌ها برداشت و پرسید: چه کسی می‌تواند بگوید 
که ستارهٌ کلاهش چه رنگ است؟ 
بعد از کمی فکرء یکی از بچه‌ها گفت که ستارة کلاهش چه رنگ است 
و برای پاسخ خود هم دلیل آورد. 
پرسش از خواننده: 
ستارهٌ کلاه این بچه چه رنگی داشته است» ار چگرنه اين مطلب را 
فهمیده است و چه ستاره‌هایی روی کلاه دو تفر دیگر بوده است؟ 
یادداشت. پیش از آن‌که خودتان به حل مساله نپرداخته‌اید به شرح حل 
آن مراجعه نکنید. 
حل. برای حل مساله» باید در نظر داشت که پسر تنها بعدا زآنکه کمی 
فکر کرد» توانست پاسخ را پیدا کند. 
ستاره‌هایی که پر روی سه کلاه قرار دارد؛ تنها به یکی از سه صورت زیر 
می‌تواند باشد : 
۱) سفید؛ سفید» قرمز ۱ 
۳) سفید قرمز» قرمز 
۳ قرمز؛ قرمز» قرمز. 
اگر حالت اول را در نظر بگیریم» پسر سوم» ۳ 
که می‌دانست پیش از دو ستارهٌ سفید وجود ندارد» 
پلافاصله می‌گفت که ستارهُ کلاه او قرمز است. در این حالتء هیچ فکر 
کردنی لازم نیست. 
اگر هم حالت دوم را در نظر بگیریم؛ وقتی که پسر دوم (و همراه او پسر 
سوم) می‌بیند که یکی از برادرهایش ستارةٌ سفید و دیگری ستارة قرمز دارد 
باید بلافاصله بگوید که روی کلاه او سنارة قرمز وجود دارد» زیرا اگر کلاهی 
با ستارة سفید می‌داشت» برادر سوم بلافاصله اعلام می‌کرد که سنارة او قرمز 


وف 


است. آپتابراین؛ در اين حالت هم به فکر کردن. نیازی نیست. 


چون؛ بنابر شرط مساله» پاسخ تنها بعد از آ‌که بچه کمی فکر می‌کند» 
داده مي‌شود: باید وضع سوم وجود داشته باشد. زیرا در اين حالت باید هرکدام 
از پیزاها انتظان بکشند» آیا دیگران دربارة کلاه خودشان؛ اطلاعی می‌دهند يا 


فا رن 3 

به این ترتیب» هر سه پسر کلاه با ستار؛ٌ قرمز ح_ 
به سر داشتند و برای حل مساله؛ در شرایط برابر ت 
بودند؛ در نتیجه» پسری که برای نخستین بار رنگ ۳۹ 
کلاه بخود را بیان کرد» در واقع تیزهوش‌ترین آن‌ها احدر 
بوده است. 5 ۳ 


اگر در صورت مساله» جملةٌ «بعد از کمی فکر 
کردن» وجود نداشت. مساله را نمی‌شد حل کرد. 

بعد از حل مسالهٌ ۰۱ خواننده؛ دفیق» مي‌تواند 
مسالهةٌ ۲ را حل کند» که اگرچه پیچیده‌تر است و به بعضی محاسبه‌ها هم نیاز 
داردءولی از نظر ماهیت و روش حل» به مسالة ۱ نزدیک است. 


پیش از آن‌که» حل مساله را بینید» کوشش کنید خودتان آن را حل کنید» 
مگر این‌که به اين نتیجه برسید که حل آن؛ بیرون از نیروی شماست. 

مسالةٌ ۲. کرنان دویل (۵۲۲۳ - نز1۱0 صهداهن))» نریستدةً 
مشهور انگلسی؛ در یکی از داستان‌های خود به نام ماجراهای شرلوک 
هولمس: این مساله را طرح می‌کند : 

دکتر هوتسن و مهمانش شرلوک هولمس. نزدیک پنجرة باز می‌نشینند. از 
باغ» فریادهای خند؛ُ گروه بزرگی از بچه‌ها به گوش می‌رسید. 


۱۳۵ 


مهمان. خواهش می‌کنم به من بگویید که شما چند 
بچه دارید؟ 

صاحب‌خانه. هم آن‌ها بچه‌های من نیستند؛ این‌ها 
بچه‌های چهار خانواده‌اند. تعداد پچه‌های من از همه 
پیشتر است. برادرم» بچه‌های کمتری دارد و خواهرم 
باز هم کمتر» و تعداد بچه‌های عمو از همه کمترند. 
آن‌ها؛ به این منساسبت شلوغ می‌کنند که تعدادشان بسرای دو گنروه نه 
نفری» کافی نیست. و یک تصادف جالب: اگر تعصداد بچه‌های چهار 
خانواده را در همم ضرب کنید؛ شمار؛ٌ منزل من را بسه دست می‌آورید» 
که شما آن را می‌دانید. 


مهمان. من در مذرسه ریاضیات خوانده‌ام! کوشش می‌کنم تعداد بچه‌های 
هر خانواده را حساب کنم. 

مهمان. بعد از بعضی محاسبه‌ها» گفت : 

برای حل مساله» باید آگاهی دیگری هم به من بدهید. آیا عموء یک پچه 
دارد یا بیشتر؟ م 

صاحب‌خانه. پاسخ ار را داد؛ ولی ما از چگونگی آن بی‌خبریم. 

مهمان. حالا من می‌توانم» تعداد بچه‌های هر خانواده را بگویم! و در 
وائع هم جواب درست را پیدا کرده بود. 

پرسش. شمار؛ُ منزل و تعداد بچه‌های هر خانواده چقدر است؟ 

حل. روشن است که مهمان مساله را به اين ترتیب حل کرده است. او 
می‌دانست که تعداد بچه‌های چهار خانواده. روی هم از ۱۸ کمتر است. اوه 
شمار؛ ۷ منزل را هم می‌دانست. 

اگر تعداد بچه‌های چهار خانواده را به ترتیب با حرف‌های »۰ ۰ » و 
4 نشان دهیم؛ همه این عددها مثبت و درست‌اند و حاصل ضرب آن‌ها هم 


۱۶ 


پرابر است با 2۷. 
0 << ۷[ 
۸ > 6 جع ده +4 و ده << 

مهمان» می‌بایست چهار عدد متفاوت درست طوری انتخاب کند که 
حاصل ضرب آن‌ها برابر 2۷ و مجمرع آن‌ها کرچکتر از ۱۸ شود؛ ولی» 
مهمان نتوانست عددها را پیدا کند و ناچار شد بپرسد آیا عمو. یک بچه دارد 
پا بیشتر. و بعد از آن‌که» مهمان پاسخ خود را گرفت. توانست پاسخ مساله 
را پیدا کند. 

ولی؛ ما برای حل مساله» در موقمیت دشوارتری هستیم» زرا ما شمارة 
متزل را نمی‌دانیم» و بنابراین نمی‌توانيم از روش مهمان برای حل مساله 
استفاده کنیم. 

ولی؛ ما هم می‌توانيم مساله را به سادگی حل کنیم؛ به شرطی که ۰.۰ 
به شرطی که کمی فکر کنیم. 

نخست به این پرسش پاسخ دهیم: عموء چند بچه می‌تواند داشته باشد؟ 

به سادگی می‌توان فهمید که عمو نمی‌تواند سه بچه داشته باشد. 

اگر فرض کنیم که تعداد بچه‌های عموء ۳ < # باشد. در اين صورت 
مقدار » دست‌کم ۰۴ تأ دست‌کم ۵ و ۵ دست‌کم ۶ می‌شود. در نتیجه» تعداد 
همه بچه‌ها روی‌هم. باید دست‌کم چنین باشد: 

۳4 ۴ 4+۵4 ۶ 2 ۸ 


ولی» می‌دانیم که تعداد بچه‌ها. کمتر از ۱۸ است. بابراین» عمود یا 
یک بچه دارد و یا دوتا. 

جدولی از همه حالت‌های ممکن چهار عدد درست مختلف؛ تشکیل 
می‌دهيم؛ به نحوی که کرچکترین آن‌ها برابر ۲ و مجموع چهار عدد» کمتر 
از ۱۸ باشد. ۱ 


ففل 


روی‌هم هفت. حالت پیدا می‌شود : 


حاصل‌ضرب مجمرع عددها 


۲,۳,۴,۵ ۴ ۱۳۰ 
۲,۳,۳,۶ ۵ ۱۳۴ 
۲,۳, ۴,۷ ۶ 1۶۸ 
۲۳,۴۸۸ ۷ 1۹۳ 
۲,۳,۵,۶ ۶ ۱۸۰ 
۲,۳,۵:۷ ۷ ۳۱۰ 
۲:۴,۵,۶ ۷ ۳۴۰ 


اگر تتها این شرط را در نظر بگیریم که تعداد بچه‌ها روی‌هم کمتر از 
۸ است و فرض کنیم که تعداد بچه‌های عمو» برابر ۲ باشدء هفت جواب 
متفاوت برای تعداد بچه‌های چهار خانواده؛ به دست می‌آید. 

به همین ترتیب» می‌توان با فرض این‌که» عمو تنها یک بچه داشته باشد - 
همه حالت‌هایی از حاصل‌ضرب چهار عدد درست را پیدا کرد به نحوی که - 
کرچکترین آن‌ها برابر ۱ و مجموع آن‌ها کمتر از ۱۸ باشد (خودتان؛ اين 
عددها را به‌دست آورید). ولی اگر با دفت به همه شرط‌های مساله توجه 
کنیم» برای حل مساله نیازی به تشکیل جدول همه حالت‌های ممکن این 
عددها نیست. 

وقتی مهمان مساله را حل کرد متوجه شد که برای پیلا کردن جواب 
مساله آگاهی‌هایی که دارد؛ کافی نیست و او باید بداند» آپا عمو؛ یک بچه 
دارد پا پیشتر. چرا مهمان به این آگاهی نیاز داشت؛ با رجودی که می‌دانست؛ 
شمارة منزل چند است؟ روشن است که شمارهُ منزل؛ عددی بوده است که 
هم در حاصل‌ضرب چهار عددی که کوچکترین آن‌ها برابر است پا ۱» و هم 
در حاصل‌ضریی که کوچکترین عامل آن برایر است با ۲.به دست می‌آید. 

همین وضعیت به ما امکان می‌دهد که ۷ (شمارة منزل) را پیدا کنیم؛ این 
عدد باید هم در جدولی که ما تشکیل دادیم؛ و هم در جدول حاصل‌ضرب‌های 


۱۳۸ 


چهار عددنی که با ۱ آغاز می‌شود» مشترک باشت. 

چون در جدول نخست» کوچکترین عدد برابر است با ۰۱۳۰ برای 
تشکیل جدول حاصل‌ضرب‌های چهار عدد مختلف با کوچکترین عامل برابر 
۱ می‌توانيم ننها حالت‌هایی را در نظر بگیریم که حاصل‌ضرب چهار عدد. 
دست‌کم برابر ۱۲۰ باشد؛ و این کار محاسبه را کم می‌کند. 


این حالت‌ها چنین‌اند: 
حاصل‌ضرب مجمرع عددها 
۱۳۰ ۱۷ ۳۵۸ :۱ 
۱۳۶ ۱۷ ۱۱99۶9 
۱۲۰ ۶ ۵۶ ۱ 
۱۴۰ ۱۷ ۵۷ ,۱ 


می‌بینیم که تنها عدد مشترک» در هر دو گروه حاصل‌ضرب» ۱۲۰ است. 
روشن است که شماره منزل چنین است : 


۰ << 7۷ 
هرکدام از چهار خانواده» چند بچه دارند؟ حاصل‌ضرب ۱۲۰ در چهار 
حالت» پیدا می‌شود: 


۲ ۳ ۴ ۷ ۵ << ۰ 
۱ ۳ ۷ ۵ ۸ << ۰ 
۱ < ۴ < ۵ «> ۶ << ۵۰ 


مطالعة دفیق شرط‌های مساله» امکان می‌دهد که دثبالهًٌ مساله را جل کنیم. 
مهمان گفته بود؛ اگر بدائد. عمو یک بچه دارد پا بیشتر» می‌تواند جواب 
مساله را پیدا کند و بگوید که هر خانواده» چند بچه دارد. 


۱۷۹ 


اگر به مهمان گفته شده بود که عمو یک بچه دارد؛ او نمی‌توانست پاسخ 
دقیقی دربار؛ٌ تعداد بچه‌ها بدهد» زیرا شمار؛ُ منزل (۱۲۰ < 2۷) در دو" 
حالت به دست می‌آمد : 


چون مهمان پاسخ مشخصی داده است» حتماً به او گفته شده است که 
تعداد بچه‌های عمو دوتا است. در این صورت. شمارةً منزل (۱۲۰ 2 #۷ 
تنها در یک حالت به دست می‌آید : 


مساله‌ای که در نظر اول؛ گمان می‌رفت» به مناسبت عدم کفایت داده‌هاء 
قابل حل نیست» به سادگی حل شد. ولی این حل» تنها با دقت کامل روی" 
جمله به جملهةً صورت مساله امکان‌پذیر شد. و اين دفت» برای حل هر 
مساله‌ای لازم است. 


رل 


درس سوم 


چگونه کاهی رسم شکل 
به حل مساله کمک می‌کند؟ 


حساب. بنیان تمامی ریاضیات است. 
در زندگی عادی و عملی روزانه بیش 
از هر چیز به حل مساله‌های حساب 
نیازمنديم. ولی بسیاری از اين مساله‌ها 
به دشواری برخورد می‌کنند و به سادگی به 
راه‌حل خالص حسابی» تسلیم نمی‌شوند. 
البته. جبر به یاری حساب آمده است؛ ولی در عمل محلوم می‌شود که 
تشکیل معادله‌ها؛ برای حل مساله: همیشه به سادگی انجام نمی‌گیرد؛ در 
واقع: برای تشکیل معادله» یک قانون کلی وجرد ندارد و برای هر مساله» باید 
رامحل خاص آن را جست‌وجو کرد. سخن کوتاه؛ برای تشکیل معادله» دربارة 
هر مساله» باید فکر کرد. 

حالت‌هایی وجود دارد که تشکیل معادله و حل مساله را می‌توان با رسم 
شکل. ساده‌تر کرد. چند نمونه می‌آوریم. 


۱2۱ 


۱ مسالا ل. ن. تولستوی. 


7 و. زینگر استاد مشهور فیزیک در خاطره‌های خود نقل می‌کند که 
لونیکلایریج تولستوی, به مسالهٌ زیر خیلی علاقه‌مند بود: «دروگران یک شرکت 
تعاوئی می‌خواستند دو مزرعه را درو کنند. یکی از اين دو مزرعه» دو برابر 
دیگری بود. هم دروگران» نصف روز را در مزرعهٌ بزرگتر کار کردند» بعد 
گروه دروگران» به دو قسمت مساوی تقسیم شلند نیم اول در مزرعهُ بزرگتر 
باقی ماند و کار آن را تا غروب تمام کرد؛ نیم دوم دروگران در مزرعةٌ کوچکتر 
مشغول شده ولی تا غروب نتوانستند آن را تمام کنند. ماندة مزرعدٌ دوم را» 
یکی از دروگران در طول یک روز دیگر» تمام کرد. در این شرکت تعاونی چند 
دروگر بوده است؟» 


اين مساله را می‌توان؛ با روش خالص حساب» حل کرد. الیته» مثل همه 
راه‌حل‌های حسابی» باید فکر کرد و سیر حل را پیدا کرد. ساده‌ترین رامحل 
اين مسالی مثل همة مساله‌های حساب؛ را‌حل جبری و به کمک تشکیل 
معادله است. به پاد بیاوریم که «جبر؛ حساب تتبل‌هاست؛ و اگر نخواهیم در 
گروه «تنبل‌ها» قرار بگیرپم» باید کوشش کنیم؛ آن را بدون یاری معادله» حل 
کنیم. این راهحل را به سادگی می‌توان پیدا کرد که بی‌تردید با به کار گرفتن 
شکل هندسی, باز هم ساده‌تر می‌شود. 


ول 


دو مزرعه را به وسپلاٌ شکل مجاور نشان می‌دهیم که در 
آن» مستطیل سمت چپ نمایندة مزرعه اول؛ و مستطیل 
سمت راست؛ که نصف مستطیل اول است» نمایندهٌ مزرعهٌ 
دوم باشد. 
برای درو کردن مزرعهٌ اول» تمام گروه دروگران؛ نصف روز و نیمی از 
دروگران؛ نیم دیگر روز را کار کرده‌اند. به زبان دیگرء» باید نيمي از دروگران» 
سه تا نصف روز کار کنند تا تمام مزرعه بزرگتر» درو شود (نیروی کار هم 
دروگران» یکنواخت به حساب می‌آید). بنابراین» نیمی از دروگران در نصف 


۱ ۳ 
روز» ۲ مزرعةٌ بزرگتر را درو می‌کنند. 


چون. مزرعةٌ کوچکتر» نصف مزرعةٌ بزرگتر است» به اندازه؛ چ + چ 
و ۲ ۲ زر ۱ 
مزرعة بزرگتر می‌شود (اگر مزرعة بزرگتر را ۲ ۲ 1 ۲ ۱ پگیریم» 
٩ ۱ 1 ۶‏ ۳ 
برای مزرعةٌ کوچکتر < + ج < < به دست می‌آید) و نیمی از دروگران» 
سود ۱ ۲ ۲ 
در نصف دوم روز به اندازٌ چ مزرعةٌ بزرگتر را در مزرعةٌ کوچکتر» درو 
۱ ۲ 7 
می‌کنند و به انداز چ مزرعة بزرگتر از آن باقی می‌ماند. بنابر شرط مساله» 
این باقی‌مانده را یک نفر و در یک روز می‌تواند درو کند. 
5 1 رل ۶ ۱ ی 
تمام گروه دروگران» در یک روز همه مزرعة اول و به اندازه چ مزرعةً 
اول از مزرعة کوچکتر را درو می‌کنند» بنابراین؛ تمام دروگران در یک روز به 
اندازه 


۲ ۳۳ ۳۹۳ 5 آن ح ۱ 2 
مزرعه بزرگتر را می‌توانند دور کنند. از آنجا که یک نفر در یک روز جر مزرعهٌ 


۳ ۲ را ۲ 
بزرگتر را درو می‌کند» برای درو کردن چ مزرعةٌ بزرگتر» به ۸ دروگر در یک 
روز نیاز است. به اين ترتیب؛ تعداد کل دروگران» مساوی ۸ نفر بوده است. 


۱۳ 


یادداشت. آ. و..زینگر تاریخ این مساله را» این‌طور شرح می‌دهد. 

پدر الکساندر واسیلوویچ زینگر » یعنی واسیلی یاکولویچ ژینگر (۱۸۳۶ - 
۷) استاد ریاضیات در دانشگاه مسکو و دایی او ای. ای. رایوسکی 
که دوست نزدیک ل. ن. تولستوی بود» با هم در دانشگاه مسکوء درس 
می‌خواندند. آن‌هاء دوست دانشجوی با استعدادی به نام پتروف داشتند که 
خیلی جوان از دنیا رفت. پتروف: اعتقاد داشت که آموزش مدرسبه‌ای؛ در مرز 
پالای خود» راه حل مساله‌های عادی را با روش‌های عادی» به دانش‌آموزان 
می‌آموزد. به همین مناسبت» حنا در حالت‌هایی که برای حل یک مساله؛ 
روش‌هایی ساده‌تر از روش‌های عمومی و نمونه‌ای وجرد دارد» دانش‌آموزان با 
استعداد هم وادار می‌شوند از همان الگوهای کلی پیروی کنند. پتروف» از 
این‌گونه مساله‌ها زیاد درست کرده بود» که مسا مربوط به دروگرها هم یکی 
از آن‌ها بود. این مساله؛ از طریق ای. ای. رایوسکی و و. یا. زینگر به ل. 
ن. تولستوی» خویش نزدیک نويسندةٌ بزرگ روس» رسید. 

تولستوی» تا آخرین روزها: به آموزش حساب در مدرسه علاقه‌مند 
بود (ار دربارءٌ حساب» کتاب درسی نوشته است) و به‌ویژه به مساله‌هایی 
علاقه‌مند بود که به ظاهر» خیلی دشوار به نظر می‌رسید» زلی در واقع» رامحل 
ساده‌ای داشت. . و. زینگر نقل می‌کند» وقتی به ل. ن. تولستوی برخورد 
کرد که او دوران پیری خود را می‌گذراند و به‌ویژه از این جهت مفتون مسالهةً 
دروگران شده برد که با رسم یک شکل ساده» حل مساله کاملاً روشن و آسان 
می‌شد. در ارزشی که ل. د. تولستوی په استفادهٌ از طرح‌های هندسی برای 
حل مساله‌ها می‌دهد. کاملاً حق دارد. 

مختصری هم دربارة زینگرها - پدر و پسر - گفت‌وگو کنیم. 

واسیلی یاکوله‌ويج زینگر: بنیان‌گذار مکتب هندسی در دانشگاه مسکو 
است. به‌جز آن؛ او استاد مسلم گیاه‌شناسی بود و در اين رشتهةٌ از دانش تجربی 


ول 


مرفقیت‌های زیادی به دست آورد: او؛ علاوه بر 
دکترای ریاضیات» در رشتة گیاه‌شناسی هم به 
درجهٌ دکتری رسید. یکی از پسرهای او؛ استاد 
گیاه‌شناسی» دیگری» استاد نجوم و سومی الکساندر 
واسیلویچ - استاد فیزیک شد.اين پسر آخر. علاقةً 
به گیاه‌شناسی را از پدر خود به ارث برده است و علاوه بر کتاب‌های زیادی 


که در زمینهٌ فیزیک نوشته است» کتابی به نام «سرگرمی‌های گیاء‌شناسی» هم 
تألیف کرده است که خیلی بیشتر از کتاب‌هایی که دربارة گیاه‌شناسی» به 
وسیله خبرگاث اين دانش؛ نوشته شده است. مورد استقبال قرار گرفته است. 

ل. ن. تولستوی» شخصیت هر فرد را با یک کسر انداه‌گیری می‌کند» 
صورت اين کسر عبارت است از ارزشی که او برای دیگران دارد و آن را 
می‌توان کم و پیش» نزدیک به واقعیت؛ ارزیابی کرد. مخرج کسر عبارت است 
از اعتقادی که اين فرد نسبت به خودش دارد که اغلب با واقعیت نمی‌سازد و 
بیشتر مبالغه آمیز است. 

ل. ن. تولستویء دربارة آ.و.زینگر می‌گوید: 

«مخرج کسری که برای زینگر به‌دست می‌آید» بسیار کرچک است و 
بنابراین» خود کسر؛ عددی بزرگ است». 

۲ مساله‌ای دربارةژ سه دوچرخه‌سوار 

سه جوان از نقطهٌ ۸4 به طرف 7 حرکت می‌کنند. فاصلةٌ 4 تا 3 برابر 
۶ کیلومتر است. جوان‌ها» یک دوچرخه دارند» ولی تنها دو نفر می‌توانند 
بر آن سوار شوند. درضمن می‌دانیم سرعت دوچرخه» سه برابر سرعت پیاده 
است. 

جوان‌ها» تصمیم گرفتند به اين ترتیب عمل کنند. دو نفر بر دوچرخه 
و نفر سوم پیاده» حرکت کنند. دوچرخه‌سوار تا نقطه‌ای مثل /) می‌رود. 
در آن‌جا؛ نفر دوم را پیاده. می‌کند تا خودش با پای پیاده راه را ادامه دهد. 


۱8۵ 


دوچرخه سوار به عقب برمی‌گردد و در جایی» مثل نقطةٌ (۰ به جوان سوم 
می‌رسد. او را سوار می‌کند و بلافاصله به طرف 7 حرکت می‌کند. 

نقطه‌های ) و (۰1 در چه فاصله‌ای از ۸4 قرار دارند» به شرطی که 
بدانیم هر سه جوان با هم به نقطة تل مقصد خوده رسیده باشند؟ 

فرض بر اين است که دوچرخه» سرعتی یکنواخت دارد و سرعت پیاده 
برای هر سه جوان» یکی است. 

حل. اگر از شکل استفاده کنیم» مساله به سادگی حل می‌شود. 

جوان اول در تمام راه بر دوچرخه سوار بوده است. جران دوم از 4 تا 
0 را با دوچرخه و اژ 0 تا 7 را پیاده رفته است. جوان سوم از ۸ تا 2 را 
پیاده و از (1 تا 27 را با دوچرخه رفته است. 

هر سه جوان؛ راه خود را در یک مدت زمانی طی کرده‌اند. 

در زمای که جوان دوم فاصلةً () را؛ پیاده می‌رود؛ دوچرخه‌سوار؛ 
راه 012 + 10 + 0 را طی می‌کند. چو سرعت دوچرخه» سه برابر 
سرعت پیاده است. باید فاصلهٌ 08 + 7(0 + (7) مساوی با سه برایر 
فاصلةٌ 3) پاشد یعنی داشته باشیم: . 


2 08 + 10 + ظ0 


ولی ۲0 - 0ظ + 0 و از آنجا 


۱ + 0 < 
۱۲۲ 2 
]( < 08 


در همان زمانی که جوان سوم فاصلةٌ ۸412 را طی می‌کند؛ دوچرخه‌سوار» 
راه (7) + 0( + (۸1 را می‌رود» که بنابر شرط مساله باید پرایر پا سه 
پرابر راه ۸41 باشد: 


,۳۸۵ < 0 + 960 + ط4 
,۳۸۵ - ۲0 + ۸ 
۲۸۰ - ۲0 

20 - 


به این ترئیب؛ به دست می‌آید: 
ع 10 ,0 ع< 70 


دو پار‌خط 03 و (۸41 که برابر با یک پارهخط سوم 7(0 هستند» خود با 
هم برابر می‌شوند و به دست می‌آید: 


۸] < [0 < 8 


یعنی؛ نقطه‌های ( و 6 پار‌خط ۸ را به سه قسمت برابر؛ تقسیم 
می‌کنند : 


(کیلومتر) ۲۴ < 40 , (کیلومتر) ۱۲ < ۸ 


1۱2۲ 


۳ مساله‌ای دربارةٌ عقربه‌های ساعت. 

در جریان ۱۲ ساعت. با شروع از » ساعت و ه دقیقه» در چه لحظه‌هایی 
عقربهُ دقیقه‌شمار: روی عقربهةٌ ساعت‌شمار قرار می‌گبرد؟ 

در حل حسابی (جبری) مساله» باید برای هر ساعت؛ به طور جداگانه 
محاسبه کرد. 2 

برای ساعت دوم به اين ترتیب استدلال می‌کنیم. در ساعت ۳ 
۱ عثربة دقیقه‌شمار» روی عدد ۱۲ صفحهً ساعت و عقربةً 
ساعت‌شمار روی عدد ۰۱ قرار دارد یعنی به اندازه پنج 
واحد؛ از قسمت‌های روی محیط صفحٌ ساعتء با هم فاصله دارند. پرای 
این‌که دو عقربه روی هم قرار گیرند؛ باید عقربة دقیقه‌شمار 2 + ۵ واحد 
از اين قسمت‌ها و عقربٌ ساعت شمار 2 واحد را طی کنند. چون؛ سرعت 
عقربةٌ دقیقه شمار ۱۲ برابر سرعت عقربة ساعت شمار است و در راس 
ساعت ۱ هردو با هم حرکت می‌کنند» باید داشته باشیم : 


۸ ء< ۰ + ۵ 
۳۹ ۵ مد 
از آنجا ۵ > ۱۱۵ و +  <‏ می‌شود. عقربةٌ دقیقه‌شمار در اين مدت 
۵ 
۵ واحد از تفسیم‌های صفح ساعت وا طی می‌کند. بنابراین» دو عفربه 
۱۳۹ ۳ 
در ساعت ۱ و ۵۰۲۲ دفیقه» روی هم قرار می‌گيرند. 
به همین ترتیب» برای ساعت دوم هم به دست می‌آوریم : 


۱۰ 


2 ل ,۱۰ < ۱۱۷ ,۱۲۷ < ۷ + ۱۰ 


۱ 
یعنی در ساعت ۲ و ۱۰۲ دقیقه» دوباره دو عقربٌ ساعت روی هم قرار 


می‌گیرند. 


اگر با همین روش. لحظ انطباق دو عقربه راه برای هریک از ساعت‌های 
بعدی» محاسبه کنیم؛ جدول زیر را برای انطباق دو عقربه؛ به دست می‌آوریم : 


ساعت دفیق 

» ساعت و ه دفیقه 
۱ساعت و ۵2 دقیقه 
1 
۳ ساعت و ۱۶ دقيقه 
؟ ساعت و ۲۲ دقیقه 
۵ ساعت و ۲۷ دقیقه 
۷ ساعت و ۳۸:۳ دقیقه 
ری 
۸ ساعت و ۲۳ دقیقه 
٩‏ ساعت 2 
۰ ساعت و ۵۳ دقیقه 


۱ساعت و ۶۰ دقیقه 


گرد شدة آن 

» ساعت و » دقیقه 

۱ ساعت و ۴ ۵۸ دقیقه 
۲ ساعت و ٩‏ ۱۰۸ دقیقه 
۳ ساعت و ۴ ۱۶۸ دقیقه 
۴ ساعت و ۲۱۸۸ دقیقه 
۵ ساعت و ۲۷۸۲ دقیقه 
۷ ساعت و ۲ ۲۸۸ دقیقه 
۶ ساعت و ۲۲۸۷ دقیقه 
۸ ساعت و ۴۳۸۶ دقیقه 
٩‏ ساعت و ۴۹۸۱ دقیقه 
۰ ساعت و ۵۲۸/۵ دقیقه 


۱ساعت و ۶۰ دقیقه 


آآخرین انطباقی» در ساعت ۱۲ است و ینابراین همان جایی است که دو 


عقربه در ابتدا بر هم قرار گرفته بودند. 


جدول نشان می‌دهد که دو عقربه بعد از هر ۶۵2 دقیقه یک باره 
روی هم قرار می‌گیرند. در فاصله زمانی هر دو انطباق» عقربة دقیقه‌شمار به 
اندازة 2 واحد و عقربٌ ساغت‌شمار به اندازة ۶۰ - 2 واحد؛ از تقسیم‌های 


۱۹ 


صفحهٌ ساعت را طی می‌کند؛ درضمن سرعت عقربة دقیقه‌شمار» ۱۲ برابر 
سرعت عقربةًٌ ساعت‌شمار است : 


۱۱ 7 3 
ی ور ی رت کر 
7 ۱ 


۵ 
۶6 < #۰ 
1 و ژ 


حل مساله به کیک شکل. روی محور 2 (محور طول). زمان راء از 
ساعت ۱ تا ۱۲ و روی محور 7 (محور عرض): تقسیم‌های صفحهٌ ساعت 
را قرار می‌دهيم. به اين ترتیب؛ هر واحد محور عرض» نمايندةٌ یک دقیقه 


زمان خواهد بود. نمایش وضع عقربهٌ ساعت‌شمار» به وسیلهٌ خط راستی نشان 
داده می‌شود که از نقطةٌ (۰ ,ه) به نقطهٌ (۱۱,۶۰) رفته است. 


و ام یا و وم ۳ ۲ 


1۳ 


/ 


5 مه ۷ نو ه 9 ت‎ ٩ 


وت 
نمایش وضع عقربةٌ دفیقه‌شمار» برای هر ساعت پارهخط راستی است: 
پرای ساعت اول از نقطهٌ (۰ ,ه) به نقطه (۶۰ ,۱)؛ برای ساعت دوم از نقطهٌ 
(۰ ۳ به نقطهٌ (۲,۶۰) و غیره. 
لحظه‌های انطباق عقربه‌ها؛ متناظر با نقطه‌هایی است که در آن‌جا؛ نمایش 

وضم عقربة ساعت‌شمار (پار‌خط کلفت) با نمایش وضع عقريه دقیقه‌شمار 

(۱۲ پارهخط نازک) به هم رسیده‌اند. اگر» واحد محررها را بزرگ انتخاب و 
شکل را دفیق رسم کنیم؛ می‌توان همان عددهای گرد شدٌ ستون دوم جدول 
را؛ برای لحظه‌های انطباق در عقربه به دست آورد: تساعت انطباق روی 
محور 2 و دقیقه‌های آن روی محور ل (فاصلهٌ نقطهٌ برخورد نا محور 5) 
پیدا می‌شود. مثلاً» بین ساعت‌های ٩‏ و ۰۱۰ دیده می‌شود که فاصلهٌ بين 
۱۶۰ 


نقطهٌ برخورد تا محور ۰7 کمی بیشتر از ۴۹ واحد است یعنی دو عقربه در 
ساعت ٩‏ و ۴۹۸۱ دقیقه روی‌هم قرار می‌گیرند. 


یادداشت. وقتی بخواهیم» مساله را برای حالتی که ساعت ه و ه دقیقه 
است حل کنیم» چون عقربهٌ دقیقه‌شمار» عقربةٌ ساعت‌شمار را تعقیب می‌کند» 
حالت خاصی از مساله قدیمی مربوط به آشیل و لاک‌پشت می‌شود. (آشیل 
قهرمان افسانه‌ای سرعت در یونان). بنابراین مسالهء باید به اين پرسش» پاسخ 
دهیم : اگر سرعت آشیل» ۱۰ برابر سرعت لاک‌پشت باشد؛ و لاک‌پشت 
مثلاً به اندازةُ یک واحد طول از آشیل» جلوتر باشد» آیا آشیل به لاک‌پشت 
می‌رسد؟ در زمانن که آشیل» فاصلهٌ برابر یک واحد را می‌دود» لاک‌پشت به 
اندازةٌ ت واحد به جلو می‌رود؛ وقتی آشیل ابن كِ را می‌رود: لاک‌پشت 
باز هم به اندازةٌ ت به پیش می‌رود؛ وقتی که آشیل این مب را طی 
می‌کند» لاکپشت به انز سل فاصله نخستین» از او جلو می‌افند و 
غیره. ممکن است به نظر برسد که آشیل هرگز به لاک‌پشت نمی‌رسد» زیرا 
در هر حال کسری از فاصلةٌ نخستین - ولو کوچک. بین آن‌ها قرار دارد. 


۴ 28 دنت تنج که صته کم کل طه نله نله که لک که کهآ 


در دورةٌ دبیرستانی ثابت می‌شود که اگر بخواهیم فاصله‌ای را که آشیل تا 
لحظةً رسیدن به لاک‌پشت طی کرده است؛ به دست آوریم» باید چنین عمل 


ال 


۱۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۵ 
۹ ۱ معا ممل ‏ و۱ 


رید 1 


۱۰ 


مش 1 یگ و 1 ۲ ۳ 
یعنی» وقتی که آشیل به اندازهُ -ج- فاصله نخستین بین خود و لاک‌پشت را 
طی کنید به لاک‌پشت می‌رسد. زمانی که پرای طی این فاصله لازم است؛ 
ابر است با: ۳۲7 (17- سرعت آشیل). 

در پرسش مربوط به عقربه‌های ساعت هم با همین مساله سروکار داریم. 

در » ساعت و » دقیقه» عقربه‌های دقیقه‌شمار و ساعت‌شمان بر هم 
منطبن‌اند. برای این‌که عقربٌ دفیقه‌شمار؛ یک بار دیگر» عقربهٌ ساعت‌شمار 
را بپوشاند. باید یک دور کامل بچرخد و بعد > دور را؛ که در اين مدت 
عقربهٌ ساعت‌شمار جلو رفته است» طی کند. در مدتی که عقربهٌ دقیقه‌شمارء 

۱ ۳ ۱ 
این 77 دور را جلو می‌رود» عقربةٌ ساعت‌شمار 0 دور جلو می‌زود و 
غیره؛ درست مثل مسالهٌ آشیل و لاک‌پشت. 
برای این‌که عقربه دقیقه‌شمار به عقوبهُ ساعت‌شمار برسد» باید به اندازة 
۱۲ ۱ ۱ 


۱۰ 
.ببس وب هچب +۱ 
۱ 0 


ا 
۱ 


دور دایه را طی کند» که برابر است با ۱2 ساعت؛ یعنی ۱ ساعت و ۵2 


دقیقه. 


ول 


درس چپارم 
چگونه می‌توان از شکل برای 
به‌دست آوردن دستور استفاده کرد؟ 


۱ اثبات راب "9 - آه عد (۵ - ع)(9 +ه) 
به کمک شکل. , 
حل. دو مربع داریم: یکی به ضلع ۰ 
و دیگری به ضلع 8. سطحی را که برابر با تفاضصل 
مساحت این دو مربع است» سایه می‌زنيم. روشن است که این سطح برایر 


است با "9 - ۵ 


ص۳۳۳ ] سس 


تا 
ل 


وستب ۵ یسم 


(0-ع (ا+ع) ۵۲-۲ 
قسمت سایه خورده را؛ آن طور که در شکل دیده می‌شود: جدا می‌کنیم 
و کنار هم می‌گذاريم. "مساحت مستطیلی که به‌دست می‌آید؛ برابر است با 


۱۶۳ 


حاصل‌ضرب طول در عرض آن؛ یعنی 
(۵ -۰ ع)(0 +ع) 


برای قسمت سایه خوردةٌ مساحت؛ دو عبارت به دست آمده است و 
بتابراین 
۳ - آي < (9 - 9()۵ + ) 
یادداشت. این نتیجه را می‌توان برای اثبات یک حکم بسیار مهم به‌کار 
پرد؛ 
در مستطیل‌هایی که محیط برابر دارند» مستطیلی دارای مساحت حداکثر 
است که طول و عرض برابر داشته باشد» یعنی مربعی با همان محیط. 


ثیات. ضلم بزرگتر مستطیل را 8 + » و ضلع کوچکتر آن را ا - 6 
می‌گيريم. در این صورت؛ محیط مستطیل برابر است با 


۲۵۸٩+ ( + ۲۵ - 9( << ۵ 

و مساحت آن ۳ 

6۲ - آه ‏ (8 - ۵()۵ + ه) 
روشن است که مساحت "9 - ۵ وقتی حداکثر می‌شود که ۰  <‏ باشد. 
در اين حالت» هر دو ضلع مستطیل برابر 4 و مستطیل به مربع تبدیل می‌شود. 
مثال عددی. ضلح‌های مستطیل را ٩‏ و ۱۳ می‌گيريم؛ محیط مستطیل» 


چنین می‌شود : 
۶ > ۶۴ 2 ۱۳ ۲۱۷ + ۱۹ ۲ 


از هم مستطیل‌های به محیط برابر ۶۴ مساحت حداکثر» تعلق به 
مربعی به ضلع ۱۶ است. این نتیجه را آزمایش کنیم. 


وفل 


مساجت مربع به ضلع ۶ پرانر است با ۰۱۶۲ یعنی ۲۵۶. 
مستطیل به ضلع‌های ۱۷ و ۰۱۵ مساحتی‌برابر ۱۵ < ۱۷ يعني ۲۵۵ 
دارد. 
وقتی محیط مستطیل را ۶۴ بگیریم» هرچه اختلاف طول و عرض آن 
پیشتر باشدء مقدار مساحت آن» کوچکتر می‌شود. 
طول عرض ‏ مساحت 


۱۵۶ ۶ ۶ 
۲۵۵ ۱۵ ۱۷ 


ال ۱۴ 0۲ 
۳۰ ۲ ۶۰ 
۳۱ ۱ ۳۱ 


مشاهدهٌ این جدول» حکمی را که ثابت کردیم؛ تایید می‌کند: 

از بين مستطیل‌های با محیط برابر» مساحت حداکثر» متعلق به مربع 
است. ۱ 

اين حکم را به‌ترئیب دیگری هم می‌توان تنظیم کرد: حاصل‌ضرب دو 
عاملی که مجموع آن‌ها مقدار ثابتی است» وقتی حداکثر است که این دو 
عامل برابر باشند. 

یادداشت ۱. بسیاری اژ ملت‌های باستانی - و چهبسا» همه آن‌ها 
گمان می‌کردند اگر در شکل» محیط برابر داشته باشند. مم‌ارزند (یعنی 
مساحت‌های براپر دارند). مثلاً هوراتیرس (سال‌های ۸-۶۵ پیش از میلاد): 
نویسندهُ رومی» معاصران خود را به خاطر داشتن چنین نظرگاه نادرستی» 
سرزنش می‌کند. براساس اين نظرگاه: مثلاً گمان می‌کودند که مربع با دایرهای 
که محیطی برابر با آن دارد؛ هم‌ارز است. نادرستی چنین اعتقادی روشن 


است. 


۱۶۵ 


محیط دايره؛ برابر است با ۲۸۴ ۶۸ ( شعاع دایره است) و مساحت 


آن ۱۳۲ ۳۸ (هر دو مقدار تقرییی عستند). اگر نخی را دور دایره بگردانیم 
و ۱ ۸ ۶۸ ۳۸۱۴۳ 
و با آن نغ» مربعی درست کنیم» ضلع اين مربع برابر با سپ پا مت 


۳ ۱ ۳-۳ 
و بنابراین» مساحت آن برابر پا سس می‌شود؛ و این عدد برابر با عدد 


۴۳ ۸ میعنی مساحت دایره نیست. 

یادداشت ۲. در داستان ل. ن. تولستوی به نام یا مردم به زمین زیادی 
نیاز دارند» با شقیرها» قطعه‌ای از زمین را که بتوان در یک روز دور زد به 
۰ روبل می‌فروختند. پاترم» خریدار طمع‌کار که می‌خواست در ازای 
۰ رویل خود» زمین زیادی به دست آورد: چنان به سرعت دوید که تمام 
نیروی خود را از دست داد و در غروب آفتاب که خود را به باشقیرها رسانده 
بود» همان‌جا افتاد و مرد. روشن است که اگر پاعوم تصمیم می‌گرفت حرکت 
خود را روی زمینی به شکل مربع انجام دهد به زمینی با مساحت بزرگتر 
می‌رسید. (برای آگاهی بیشتر از مسالة تولستوی» به کتاب «سرگرمی‌های " 
هندسه» نوشتة پرلمان» ترجمةٌ فارسی؛ صفحه ۳۷۱ مراجعه کنید.) 

از میان همه شکل‌هایی که محیط برابر دارند» مساحت دایره از همه بیشتر 


است. 


چند کاربرد از دستور ۵ - آه < (9 - ۵)( + 2). 
۱ پیدا کردن سریم حاصل‌ضرب بعضی عددها: 

٩۷ د ۱۰۳ بر‎ )۱۰۵ - ۳()۱۰۰ ٩ ۳( < ۱۰۰۰ - ٩ عد‎ ۲۱ 

۵۲۷ ۴۶ < )۵۰ 4+ ۴()۵۰ - ۴( - ۲۵۰۰ - ۱۶ - ۴۸۴۰ 

۱٩ ۱۳ < )۱۶ + ۳()۱۶ - ۳( < ۲۵۶ - ٩ < ۴۷, 

۲۶ ۱۴ < )۲۰4+ ۶()۲۰-۶( < ۴۰۰-۳۶ < ۳۶۴, 


۱۶۶ 


۲ از "9 - آه < (0 - 0()0 + 2) می‌توان نتیجه گرفت: 
+ 0-0( +ه) ع و 
اگر مجذور عددهایی را که خیلی بزرگ نباشد؛ به خاطر داشته باشیم» 
می‌توان به اين ترتیب عمل کرد : 
,۶۸۸۹ - ۲۸۹ +۶۶ > ۱۰۰ - ۱۷۲ + (۱۷ - ۱۷۸۲ + ۸۳) < ۸۳۲ 
 )٩۷۸ + ۲۲()۹۷۸ - ۲۲( + ۲۲۲ - ۱۰۰ ۹۵۶ + ۴۸۴ - ۷‏ ۹۷۸۲ 
۳ تساوی‌های جالب: 
- ۵۲ - ۶۲ 
۱ << ۴۵۲ - ۵۶۲ 
۱ -< ۴۴۵۲ - ۵۵۶۲ 
۷۱ -<- ۴۴۴۵۲ - ۵۵۵۶۲ 
۱ -م ۴۴۴۴۵۲ - ۵۵۵۵۶۲ 
این تساوی‌ها» به این ترتیب تشکیل می‌شوند. مثل؛ فرض کنید < 6+0 
۱ او ۱۱۱ - 0 برای پیدا کردن » و 9 داریم : 
۸ ع و +0 
۳ 
اگر این دو وابطه را یک بار با هم جمع و یک بار از هم کم کنیم» به دست 
می‌آید: 
۶ < 6 ,۱۱۱۲ « ۲۵ 
۵۰ جع 6 ۸٩۰,‏ - ۲0 


1۱۶۲ 


اگر 8 + ۵ و 8 - ۵ را پدترتیب ۱۰۱ و ۱۱ یا ۱۰۰۰۱ و ۱۱۱۱ و غیره 
بگیریم» بقیةٌ عددهای جدول به دست می‌آید. 


۲ اثبات قضیه به کمک شکل 
ذوزنقة 478 را طوری در نظر می‌گیریم که قاعده‌های آث به ترتیب برابر 
با ه و 8 زاویمهای ۸ و 2] از آن قائمه» و ارتفاع آن برابر با 8 + ۵ باشد, , 


‌ 
۹ 
ع 9 2 
فرض کنید نقطة ۰0 ارتفاع ذوزنقه را به 3 قسمت‌های 6 و 6 تقسیم کند. 
نقطةٌ 0 را به نقطه‌های 27 و 7 و پارمخط‌های مساوی 130 و 617 را با 
حرف » نشان می‌دهیم (تساوی این دو پارخط» از تساوج دو مثلث ۸0 
و ۰0/127 نتیجه می‌شود). 
مساحت ذوزنقه برابر است با 
۲ ۲ ۵۲ +۲۵۵ ۲ 
گد + وی - + فص کت - رن +م). 
مثلث 130 قائم‌الزاویه است» زیرا مجموع دو زاوية ۸407 و 00( 
مساوی ٩۰‏ درجه است و بنابراین زاوية 13027 هم برابر با ٩۰‏ درجه می‌شود. 
حالا: مساحت ذوزنقه را؛ به عنوان مجموع مساحت‌های سه مثلث 
قائم‌الزاویه در نظر می‌گيريم. در اين صورت مساحت ذوزنقه» چنین 


۰+ 
۲ 


۱۶۸ 


می‌شود : ۳ 
بو له فه 
۲ ۱ 
با مساوی قرار دادن دو مقداری که برای مساحت ذوزنقه به دست آمد. خواهیم 
داشت: 

تب ۵+ 
۲ 5( 


+ وه 
که از آن‌جا به سادگی معلوم می‌شود: 
نت + 2 
یعتی» مجموع مجذورهای دو ضلع مثلث قائم‌لزاویه» برایر است با 


مجتور وتر (فرض بر اين است که ضلع‌های مثلث راء با یک واحد اندازه 
گرفه‌ايم). 


درس پنجم 
دربارٌ حل بعضی مساله‌های 
مربوط به عددهای طبیعی 


ماء پرای حل مساله‌ها» از عددهای 

مختلف استفاده می‌کنيم (در حساب: 

۰ عددهای درست؛ کسری؛ صفر؛ در چبر: 
عددهای‌منفی‌وغیره) .عددهای۰۱ ۰۲ ۰۳ ۴ 

و غیره‌راعددهای‌طبیعی‌گویند.اين عددها؛ 
ضمن شمردن چیزها» و پیش از دیگر 
عددها» پیدا شده‌اند. دثبالهٌ عددهای طبیعی 

۱ ۲,۳, ۴ ۵, ۰ 


: را؛ که می‌توانیم تا هرجا که بخواهیم ادامه دهیم دنب عددهای طبیعی گویند 
(نقطه‌های بعد از ۰۸ به معنای اين است که می‌توان شمار را تا هرجا که 
بخواهیم ادامه دهیم). 
عددهای طبیعی» مبتای تشکیل همه عددهای دیگرند. آموزش مربوط به 
عددهای طبیعی؛ که در چهار سال ارل دبستان انجام می‌گیرد اساس آموزش 


۱۷۰ 


ریاضی در سال‌های بعد است و تسلط پر خاصیت‌های عددهای طبیعی؛ براي 
این آموزش ریاضی» اهمیت جدی دارد.. 

چند مسالة ساده مربوط په دنبلُ عددهای طبیعی را حل می‌کنیم.: یک عدد 
طبیعی غیر مشخص را؛ با 7 نشان می‌دهیم» در اين صورت» عدد طبیعی 
بعد از آن با اضافه کردن یک واحد به دست می‌آید و به صورت ۱ ۴ «.. 


نشان داده می‌شود. خاصیت اصلی دنبالٌ عددهای ۱1۰ 
طبيمي این است که بعد از هر عدد 7 از آن عدد 

۱ + ۰ قرار گرفته است. 11 
محاسيةً مجموع 7 عدد طبیعی ‏ ۳۰۳ 
شاقن ام 


۱+ ۲4۲۰۰ 


عددهای ۰۱ ۰۲ ۰۳ ۰۴ ۰۵ ۶و ۷ را به ترتیب. با تعداد مربع‌ها تشان می‌دهیم : 


اگر اين مربع‌ها را پهلوی هم قرار دهیم حاصل ۷+ ۵+۶ +۲۳4۴ +۱ 
په دست می‌آید.. 


تعداد خانه‌های اين شکل برابر است با حاصل مجموع 
۷ ۴+۵۶ ۲+۳4 +۱4 
اگر از این شکل» دو نمونه درست کنیم و آن‌ها راء آلطور که در شکل 


۱۷ 


می‌بینید پهلوی هم بگذاريم» ستطیلی به دست می‌آید که ضلع آن (ارتفاع): 
۷ خانه؛ پیدا می‌کند. بنابراین روی‌هم به اندازهٌ ۸ ۷ خانه در آن وجرد دارد. 

چون. هرکدام از شکل‌های. مثلثی» نمایندهٌ مجموع ۲4۰۰.4۷ +۱ و 
مستطیل ماء شامل درتا از این شکل‌های مثلثی است؛ بنابراین تعداد خانه‌های 
مستطیل پرابر با دو برابر مجموع ۷ ۰.۰ + ۲ + ۱ می‌شود. 


درنتیجه 


۷ «۰۸ 


۱+ ۲۳4۲+ ۵+۶ 4+۷ 


روشن است که می‌توان همین روش را» که برای محاسبةٌ مجموع هفت 
عدد نخستین به‌کار بردیم» برای محاسب مجموع هر 0 عدد طبیعی نخستین 
به کار ببریم. اگر به‌جای عدد ۰۷ حرف را بگذاريم» به‌دست مي‌آید: 


ع وبا مج اجه 


قاعده- برای پیدا کرد مجموع * عدد طبیعی نخستین؛ باید عدد 7 را 
در عدد طیعی بعد از آن ضرب کرد و سپس حاصل‌ضرب را بر ۲ تقسیم کرد 


مثلا 
۶۱ ۱۰۰ ِ 
رد۵۰۵ - ملگ جح ۱.۰ ...+۳ ۲4ج 
۰ ۰ 
رم۲۰۱ ج مش - ۲۰ ...۲+۲4 +۱ 


نقل کرده‌اند که کارل فردریک گرس (۰)۱۸۵۵-۱۷۷۷ ریاضی‌دان مشهور 


وفذا 


آلمانی» دو شش سالگی. این قاعده را کثف کرد. او عددهاي از ۱ تا 
۰ را؛ که می‌خواسبت مجموع آن‌ها را پیدا کند» به این ترتیب» دو بار زير 
هم نوشت : 


٩۸ + ٩٩. + ۶۰‏ ط ری کچ ۴ تچ ۲ ما ۱ 
٩٩ + ٩۸ + ۳۹ ‌‏ +4 »۱ 


متوجه شد که نجموع هر دو غددی که ذر یک ستزن ۱ 
قرار گرفته است؛ برابر با ۱۰۱ می‌شود. روی‌هم ۱۰۰ 
ستون وجود دارد و بتابزاین مجموع آنها برایر با ۱۶۰۱۷ 
۱ می‌شود؛ این حاصل‌ضرب را باید نصف کرد 
زرا مر عدد دو بار نوشته شده است. به اين ترتیب» 
" ریاضی‌دان شش ساله» نخستین کشف» از کشف‌های: 


بسیار مهم خود را ارائه داد: گوس 
۱ 
/ 9 + (۵-۱) .+۲۲ +۱ 


۲ دربارة عددهای فرد 

فیثاغورث » ریاضی‌دان یونانی (سدهٌ ششم پیش پیش از میلاد» پعنی پیش از ۲۵۰۰ 
سال پیش) عددهای طبیعی را به عددهای زرج و عددهای فرد تسیم کرد. 
عددهایی را زوج نامید که در تقسیم بر ۲» باقی‌مانده نداشته باشند (یعتی بتوان 
آن‌ها را به صورت مجموع دو عدد مساوی نوشت)؛ بقیهٌ عددهای طبیعی را» 
فرد نامید. 

یکی از کتاب‌های ویژه‌ای که در زمان ماء دربارژ حساب عالی (یا نظريةً 
عددها) نوشته شده است؛ دراین‌باره می‌گوید: «به فیثاغورث و شاگردان او» 
کشف‌های بسیار مهمی در ریاضیات نسبت داد‌اند. یکی از کشف‌ها ژو نه 
آخرین آنها) تقبیم عددهای طبیعی. به زوج و فرد است. با همین گام 
است که دانش حساب. آغازمی‌شود و سپس‌در طول هزارهاسال‌بعد از آل: 


۷ 


بشرء برای نیازهای زندگی خود؛ از عدد استفاده کزده است». این کشفی که تا 
این اندازه مهم است و در ۲۵۰۰ سال پیش انجام گزفت» امروز؛ در سال 
چهارم دیستان» به دانش‌آموزان آموخته می‌شود. یکی از مساله‌های حساب را؛ 
که به عددهای فرد بستگی دارد؛ حل می‌کنيم. 


محاسبهٌ مجموع 7 عدد طبیعی فرد نخستین 


۱+ ۲+۵4 ۰...4+ )۲۶:- ۳( + )۲۶-۱( 


در این‌جاء 7 عدد طبیعی فرد نخستین» نوشته شده است. نخستین عدد 
فرد؛ یعنی ۱ را می‌توان این‌طور نوشت: ۱-۱ < ۰۲ دومین عدد فرد: 
۲-۱ < ۲ < ۳؛ سومین عدد فرد: ۲۳-۱ < ۵ و سرانجام امین 
علد فرد: ۲۶-۱: (۱ - )امین عدد فرد: ۲۶-۳ ع ۱ 0 )۲ 
با انشخاب ۵ عدد فرد نخستین» به کمک شکل‌های 
متناظر آن‌ها» شکل تازه‌ای درست می‌کنیم که مجموع 
این عددها را پدهد» مربعی به دست می‌آوريم که" بع 
شامل ۲۵ < ۵۲ خانه است: 


۱+ ۳+ ۵4۷ +۹ - ۵ 


این روش را برای هر تعداد دلخواهی از ۷ عدد فرد 
نخستین می‌توان به کار برد. اين قاعده پیدا می‌شود. 

مجمرع هر تعدادی از عددهای طبیعی فرد 
نخستین» برایر است با مجذور تعداد جمله‌هاء 


۱+۳۵ ]۱+۳+ ۵+ ۰.۰.4 )۲۳-۱( ۳۲ 


۱۷۴ 


مثلمجموع ۱۰۰ عدد فرد نخستین . 
و۱۵ ۱۰۰۲ تا 
و مجموع ۵۰ علد فرد نخستین 
۰ حد ۵۰۲ < ۹۹ ...۵4+ ۱+۳ 
مجموع عددهای فرد نخستین را؛ با همان روش حل مساله اول هم 
می‌توانستيم به دبست آوریم. 


جر یک سطرء مجموع 7 عدد طبیعی نخستین و در سطر دوم» مجموع 
(۱ - ) عدد طبیعی نخستین را به ترتیب زیر می‌نویسیم : 


+4 6-۱ +۰ ۴+۵4 ۲+۳4 +۱ 
(۱ -) + (۲ -) ...+۴ ۲+۳4 +۱ 
حالا؛ اگر عددهای هر ستون را با هم جمع کنیم» به دست می‌آید: 
(۲۶۰-۱) + (۳ -۲(۶) + ...+۵4۷۹ ۱+۲۲ 

یعنی؛ مجموع 7 عدد فرد نخستین از دنبلً عددهای طبیعی» برابر است با 
مجمرع « علد طبیعی نخستین به‌اضافة (۱-) عدد طبيعي نخستین» چون 
مجموع « عدد طیعی نخستین بریر ‏ و مجموع (۱ - ) عدد 
طییعی نخستین بربر- است» مجموع « عدد طییعی فرد 

[ل - و6۲ ی و ۷ج +۳ چو 
را می‌توان محاسبه کرد : 

۱+۳+ ۵4۷+ ...+ )۲۰-۳( + )۲۶ - ۱( < 


۱۷۵ 


(۱ و ۲+۳ +۱( ۱4۲۳ 
۲ ۲+ _ 1۳ (۱ +۳۳ _ 
۲ ۲ ۲ ۲ 

دوباره به همان قاعده رسیلیم : 


مجموع 7 عدد فرد طبیعی نخستین؛ برابر است با 10۲ 
و5 محاسبهةٌ مجموع مجذورهای 7 عدد طبیعی نخستین 


۱۳ +۲۲۳۴ 4 ۴۴ 


اين مجموع را هم می‌توان به کمک شکل پیدا کرد» ولی استفاده از شکل 
دشوارتر از راهی است که ما در این‌جا می‌آوريم. 
جدول‌هددی مستطیل شکلی‌درست‌می‌کنیم که‌دارای #سطر و (۱ +4 ۲۶) 
ستون باشد. در هر ستون» از بالا به پایین؛ ‏ عدد طبيعی نخستین را 
می‌نويسيم. مجموع عددهای هر سطر را می‌دانیم : 
۱ 
۱۳ 
چون تعداد ستون‌ها» براپر ۱ + ۲۲ است؛ مجموع هم عددهای جدرل: 


چنین می‌شود : 


۶) + ۱()۲۶ + ۱( 


7۰) 4+ ۱( 
۲ ۲ 


< )۲۰ + ۱( 


۱۷۶ 


و پواس ‏ ما 
0( 


جدول راء په کمک خط شکسته: به سه قسمت تقسیم می‌کنيم (آنطور که 
در شکل می‌بینید) روشن است» دو قسمتی از جدول که زیر خط شکسته 
سمت چپ و سمت راست قرار دارد؛ با هم برابرند» مجموع علدها را در هر 
قسمت جدول» محاسبه می‌کنيم. 


قسمت چپ زیر خط شکسته را در جدول در نظر می‌گيريم. عددهای 
سطرهاء چنین‌اند: 
۴ - ۱ 
۲ - ۲+۲ 
۲٩۳ +۳ 2۲‏ 
۴۲٩۲4۴4 ۴ < ۲‏ 


یعنی» مجموع عددهای واقع در سمت چپ جدول. که زیر خط شکسته قرار 


1۱۷۷ 


گرفته‌اند؛ برابر است با 
۲ +۲۲۳۲ +۱۲ 

روشن است که مجموع عددهای زیر خط شکسته» در سمت راست 
جدول هم همین مقدار می‌شود. 

حالا؛ به محاسبهٌ مجموع عددهایی که در بالای خحط شکسته قرار 
گرفه‌اند» می‌پردازيم. عددهای این قسمت را روی خط‌های شکستهُ 1-1 
11-1 1111 و غیرهه جمع می‌کنيم: 

در ستون وسط : 1 

روی خحط شکستة 1-1: ۱ +۲ +۱ 

روی خط شکستة ]11-1: ۲+۱ +۲۳ +۱ 

روی خط شکستةٌ ]]1-]11: ۲+۱ +۲+۳+۴+۳ +۱ 


چم + (۱-) ...+۲4۳ +۱ 
)-۲(٩+ ۰... 4 ۱‏ + (۱-) 
در مسالة ۲ دیدیم که 


[(۵-۱) ۲+۳۰ +۱4]+[مب(۱-) + ۲+۳ +۱] 


بنابراین جدول فوق را می‌توان چنین نوشت: 


در ستون وسط : ۱ 
روی خط شکستةه ] - ] : ۳۳ 
روی خط شکسته ]] - ]1 : ۳۲ 


روی خط شکسته ۱ - ۲ : نش 
به این ترتیب» مجموع همه عددهای بالای حط شکسته» چنین است: 
4 ۲۲۳۳ ۱۳ 


۱۷۸ 


معلوم می‌شود که مجموع عددها در تمام جدول مستطیلی ماء برابر است 


( + ...+ ۳۲+ ۲۲+ ۳)۱۳ 
از طرف دیگر» مجموع همین عددها وا» قبلاً هم به دست آوردیم : 


7۰) 4+ ۱()۲۶ + ۱( 
۳ 


یعنی» باید داشته باشیم : 


1 ۷۳۱۳۰ (اه + ۲+۳۳ + ۳۱۲ 


اوچرج ۲۲۳ ۱۲ 


دستوری را به‌دست آوردیم که در ریاضیات» مورد استفادهٌ بسیار دارد و بنابر 
آن می‌توان مجموع مجذورهای 7 عدد طبیعی نخستین را به‌دست آورد. 
مثال . 


۱ 4 ۱۰۰ 
۳ سس ۱۵۰ را ۳ب ۲ 


۵ - ۱۰۲ + ...+ ۳۲+ ۲۲+ ۱۲ 
درستی تساوی آخر راء با محاسبةٌ مستقیم آزمایش کنید. 
۳ محاسیهٌ مجموع مکعب‌های 7 عدد طبیعی نخستین 
۲۳۳۹۲۰۰ +۱۳ 


جدول ضرب 7 < ۰ را به صورت یک جدول عددی مربع شکل 
می‌نویسیم. این‌گونه جدول‌های ضرب را» معمولاً جدول‌های فیثاغررئی 


۱۷۹ 


گویند (به نام فیاغورث ریاضی‌دان بزرگ سده ششم پیش از میلاد یونان 
پاستان)» اگرچه مدت‌هاست روشن شده است که این جدول» هیچ‌گونه 
بستگی به فیثاغورث ندارد. 

به سادگی دیده می‌شود که مجموع عذدها؛ در هرکدام از شکل‌های زاویه 
این جدول. مکعب کامل است : 


0 1 824 32 نا ق؟ ۲۵ 


7-0 ۳ 
2 

3 

شا 

۳ 

۳1 


2 


توا 


00 هت نش لا 
.۰ .مب معا ۳۰ وا 


۳ ح ۱ 


۸-۲۴ - ۲ +۴ +۲ 
۳ << ۲۷ - ۹۶4۲+ ۳+۶ 
4 ۱(۵-م) ب+وو (و(۱ )۰ ۳۲۵4 +۲۵4 + 
٩+‏ ۲۶۰ +4 ۳۳۵ .+ (۲ -) + 
+۱(4 )+ +۱ + ۲+۳۹ 4 ۱] < 

+ )-۲( + ...+ ۳ + ۲+ ۱[ 

71]۱14+- ۲+ ۳+... )-۱( 4+ [4+ 

]۱+۲۲+۳+ ۰۰4+ )- ۱([[( < ۰۲ ۴ 


۱۸۰ 


(عبارت داخل ابرو پتابر مسالهٌ ۰۴ عبارت است از مجموع عددهای 
طبیعی از ۱ تا 2 به‌اضافة مجموع عددهای طبیعی از ۱ تا ۱ - ۰ و بتابراین 
پرایر است با "0)- ۱ اس 

به اين ترتیب» مجموع عددهای جدول؛ به کمک عددهایی که در نوارهای 
زاویه‌ای قرار دادند» پرابر است با 

۱۳ + ۲۳۳۲ 

از طرف دیگر؛ اگر مجموع عددهای جدول را» سطر به سطرء محاسبه 

کنیم» به‌دست می‌آید: 
+۲ +۳۱ + ( +... +۳ +۲ +۲۱ + ( +۰... +۳ +۲ +۱) 
۲+۳ +۱) ج ( +4... ۲+۳4 )...۵1 ۰ ۳4 
آ(و + ۲4۳4+( ۳+۰ +۲ +ا)(و جر 


ولی می‌دائيم که (بتابر مسالة ۱): 


۳۹ ۱) 


۱+ ۲+۳۰. ۱ 


و بنابراین 
ٍ ]۲ ۳ ۳ ی 
1 7 )- ...+ ۳+ ۲+ ۱ 
مجموع مکعب‌های 7 عدد طبیعی نخستین» برابر است با مجذور مجموع 
همین علدها. 
متال. 


بت 


2 نج کب ۱۳ 


۲ 
۱۳ +۲۳۳٩. ۱۵۲ (لچ۳)‎ - ۵۵ - ۵ 


لثیل 


درستی تساوی آخر را» با محاسباٌ مستقیم؛ تحقیق کنید. 

بیشتر دستورهایی را که دربارةُ عددهای طبیعی آوردیم» برای فیثاغورث و 
حتا بعضی از آن‌ها؛ برای ریاضی‌دان‌های بابلی و مصری؛ که دست‌کم ۴۰۰۰ 
سال پیش می‌زیسته‌اند» معلوم بوده است. 

خیلی دیرتر از این‌ها» رابطه‌های مربوط به محاسبة مجموع توان‌های 
چهارم پنجم ششم و غیره از :1 عدد نخستین دنبالهٌ عددهای طییعی هم 
پیدا شد. مثلگ برای مجموع توان‌های چهارم 7 عدد طبیعی نخستین داریم : 


۱ 
(۳ 


این رابطه را برای نخستین بارء غیاث‌الدین جمشید کاشانی ریاضی‌دان 
ایرانی» در سد؛ پانزدهم به دست آورد. نام این دانشمند» از این جهت باید به 
یاد ما بماند که او در سال ۱۴۲۵ میلادی؛ کسرهای اعشاری را کشف کرد: . 
یعنی ۱۵۰ سال پیش از کشف دوبار؛ آن در اروپای غربی. هنوز هم پیشتر» 
این کشف را به نام سیمون ستون (۱۶۲۰-۱۵۲۸) مهندس فلاندرزی ذکر 
می‌کنند. ۱ 


۵ یک خاصیت از دنبالهٌ عددهای طبیعی 
پنج وزنژ ۰۱ ۰۲ ۰۴ ۰۸ ۱۶ گرمی داریم؛ آیا می‌توان به کمک آن‌هاء وزن 
هر چیزی را که تا ۳۱ - ۱۶ +۸ + ۲ +۲ +۱ گرم وزن داشته باشد. 
معین کرد به شرطی که وزنه‌ها را تتها در یک کفهٌ ترازو بگذاریم؟ 

به سادگی و با آزمایش» می‌توان روشن کرد که اين عمل: ممکن است. 
امتحان کنید! 

اگر» وزنة ۳۲ گربی را اضافه کنیم» روشن است که می‌توان بارهای تا 
۳ گرم را وزن کرد» زیرا؛ می‌توان به ۳۲ گرم هرکدام از عددهای از ۱ تا 


ول 


۱ را اضافه کرد (با پنج وزنة قبلی می‌توانستیم چیزهای از ۱ تا ۳۱ گرمی 
را؛ وزث کنیم). 

اگر وزنة ۶۴ گرمی را هم در نظر بگیریم» می‌توانيم چیزهای از ۱ تا 
۷ گرمی را» وزن کنیم. 

وزنه‌های موجود؛ بر حسب گرم» این‌ها هستند: 


۱۱ ۲, ۴۱ ۸,۱۴ 


ی ه ۳ ۱ 


اگر دنبالة توان‌های ۲ را ادامه دهیم از اين دنباله همراه با واحد» می‌توان 
به کمک عمل جمع؛ همه عددهای طبیعی را به دست آورد. هر علد اژ این 
بل ترا‌های ۲ برابر است با مجموع هم تونهای قبلی ۲ بهاضانةً واحد. 
اگر اين وزنه‌ها را (برحسب گرم) داشته باشیم : ۱ 8 


۱۳,۷۱ 


۳۹ 
1 
حداکثر باری را که می‌توان با اين وزنه‌ها» وزن کرد» باری است که مج لا 
به‌اندازة ۱۲٩‏ < ۸۱+ ۲۷ +۹+ ۱+۳۲ گرم وزن داشته باشد. 
آیا به کمک این وزنه‌ها؛ می‌توان هم چیزهای از ۱ تا ۱۲۱ 

گرمی را وزن کرد؟ اين عمل به شرطی قابل اجراست که از هر دو كفة ترازو» 
برای گذاشتن وزنه استفاده کنیم که در اين صورت» وزن بار برابر با تفاضل 
وزنه‌های دو کفه خواهد بود. 

به سادگی می‌توان برای سه وزنة نخست» یعتی وزنه‌های ۱ ۳ و ٩‏ 
گرمی؛ آزمایش کرد. به کمک این سه وزنه. مي‌تران هر چیز از ۱ تا ۱۳ 
٩(‏ + ۲ +۱ > ۱۳) گرمی را وزن کرد. 


۱۸۳ 


وزنه‌ای را که در کف بار قرار گرفته است» با علامت منفی نشان داده‌ایم : 


بار ۱ گرمی: 
بار ۲ گرمی: 
پار ۲ گرمی : 
بار ۴ گرمی: 
بار ۵ گرمی: 
بار ۶ گرمی: 
بار ۷ گرمی: 
بار ۸ گرمی: 
بار ٩‏ گرمی: 


پار ۱۰ گربی: 
بار ۱۱ گرمی: 
بار ۱۲ گرمی: 
بار ۱۳ گرمی: 


با وزن؛ اول 

۳ گرم» ۱- گرم 

برای اين بار» وزنة دوم را داریم 
۱گرم + ۳ گرم 

٩‏ گرم؛ ۱- گرم و ۲- گرم 
٩‏ گرم؛ ۳- گرم 

کم ۱3 گرزه ۴ گرم 
٩‏ گرم؛ ۱- گرم 

وزنة سوم 

٩‏ گرم + ۱ گرم 

٩‏ گرم + ۳ گرم؛ ۱- گرم 
٩‏ گرم + ۲ گرم 

٩‏ گرم + ۳ گرم + ۱ گرم 


حالاء اگر وزنة ۲۷ گرمی را هم در نظر بگیریم» می‌توان با اضافه کردن 
۷ به هرکدام از حالت‌های ۱ تا ۱۳ گرم» هم بارهای از ۱ تا ۴۰ گرمی را 


ون کرد. 


به همین ترتیب» اگر وزنٌ ۸۱ گرمی را اضافه کنیم» می‌توانیم تا ۱ 


گرم را وزت کنیم. 


به این ترتیب» از عددهای 


ات 


ونملا 


۱۳,۹ ۷۸۱ 


سس نب ۲ 
۳و۳ ۱,۳,۲ 


می‌توان با ادامة توان‌های سه به کمک جمع و تفریق» همه عددهای دنبالة 
طبیعی عددها را به دست آورد. . 

آمکان تشکیل همه عددهای دبالهٌ طبیعی از توان‌های ۲ یا توان‌های ۳ و 
واحد به کمک جمع با جمع و تفریق» نشان دهندهٌ دو خاصیت مهم دتبالة 
طبیعی عددهاست. لثونارد اولر (۱۷۸۳-۱۷۰۷) از همین خاصیت‌ها؛ برای 
پیدا کردن ساده‌ترین و راحت‌ترین دستگاه وزنه‌هاء استفاده کرد. 


راحت‌ترین دستگاه وزنه‌ها» عبارتند از وزنه‌های ۱+ 
۳ ۲۷ ۰۱ ... گرمی. که البته برای به کار 
بردن آن‌ها» باید از هر دو کف ترازو برای گذاشتن . اد 
وزئه‌هاء استفاده کرد. ئ 
از روی همین مثال دیده می‌شود که ویژگی‌های عددهاء که در برخورد 
اول» انتزاعی و دور از عمل به نظر می‌رسد. می‌تواند برای حل مساله‌های 
مربوط به زندگی روزانه» مورد استفاده قرار گیرد. از این نمونه‌ها» زیاد می‌توان 
پیدا کرد. اگر نظریه‌ها و یا قاعده‌هایی وجود دارد که هنوز نتوانست‌اند کاربرد 
عملی پیدا کنند. به هيچ‌وجه جای نگرانی نیست» چون سرانجام» زمان کاربرد 
آن‌ها» فرا خواهد رسید. _الکسی نیکلايه‌ويچ کریلرف (۰)۱۹۴۵-۱۸۶۳ 
. مهندس عالی‌قدر» ریاضی‌دان» عضو آکادمی و قهرمان کار سوسیالیستی؛ در 
این‌باره» چه خوب گفته است : 
زمانی مي‌گفنند که وقتی در را بهجای خودش نصب کرده باشند «صفت» 
است» ولی اگر همان در جایی در انبار باشد» «اسم وجودی» است. 
نظریه‌ها و قاعده‌های ریاضی» با کشف خود اهستی» ۱ 
پیدا می‌کنند؛ آن‌ها تنها وجود دارند و اغلب بدون ت 
کاربردند. دیر یا زود» و گاهی بعد از صدها و ۴ 
هزارها سال؛ اين موجودهای ریاضی به «صفت» تبدیل 1 
می‌شوند و کاربرد خود را در زندگی و عمل. در سایر 
دانش‌هاء در صنعت و در هنر» پیدا می‌کنند ... ۳۳ 


نلیلا 


درس ششم 


درباره معادله‌ها و حل مساله‌ها به کمک آن‌ها 


ما در داستان‌های خود؛ چند بار به معادله اشاره و 
کرده‌ایم. ما می‌دانیم که معادله و یا دستگاه معادله‌ها را 
می‌توان با روش‌های کلی: و بدون برخورد به دشواری» - 
حل کرد. همچنین؛ می‌دانيم که برای تشکیل معادله با 
توجه به فرض‌های مساله: هیچ قانون‌کلی وجود ندارد 
به‌جز این‌که به ما می‌گویند: باید فکر کرد. 

در ان داستان» به پیش‌آمدی که در یک مدرسه؛ دربار؛ حل دستگاه 


معادله‌ها؛ پیش آمده است. می‌پردازيم و چند مساله را هم به کمک معادله 
حل می‌کنيم. 


پیشآمدی در مدرسه 
معلم کلاس هفتم» برای بازرسی کار دانش‌آموزان؛ به هرکدام از آن‌ها» دستگاه 


ول 


معادله‌های جداگانه‌ای داد به این ترتیب: 


2۵ ۴ +۲(۲ ۴ < ۳۷+ ۲2 ۱ 
۸ ۷+ ۶۵ ۷ج ۶ + ۵ 
۰ -- ۷ + ۴2 (۴ ۷ و۵ + ۲2 (۳ 
٩۵ + ۱۱, <2 ۱۳ , ۱۳2 + ۱۶ -‏ 
٩ >> ۴‏ + ۴۲ (۵ 
وغیره ۲٩‏ < ۲۴۳۷ + ۱۹2 
معلم پیش‌دستی کرد: «هرچه به شما سفارش کنند. باز هم دوست دارید به 
دفترچة همسايةٌ خود نگاه کنید. من به هر کدام از شما دستگاهی داده‌ام و 
شما هرچقدر که می‌خواهید به دفترچه دوست خرد نگاه کنید». 
هر دانش‌آموزی دستگاه خود را حل کرد» بدون این‌که وفت خود را با 
دیدن روش حل دیگران تلف کند؛ یکباره چند دست بلتد شد. 
- چرا اینطور شده است؟ 
- چی شده؟ 
همه جواب‌ها؛ یکی درآمده است. 
در واقع هم اگرچه؛ به دانش‌آموزان» دستگاه‌های مختلف داده شده 
بود» همة آن‌ها به یک جواب رسیده بودند: 


چطور چنین چیزی ممکن است؟ 

حل. همه معادله‌های این دستگاه‌ها؛ با یک روش درست شده است؟؛ 
ضریب‌های در معادلهٌ هر دستگاه (با به حساب آوردن عدد سمت راست 
تساوی) به اين ترتیب در نظر گرفته شده است: هر ضریب از ضریب قبلی با 
اضافه کردن یک عدد ثابت به دست آمده است (یعنی ضریب‌های دو معادله» 


ونم 


تشکیل تصاعد عددی می‌دهند). در معادله‌های دو دستگاه اول» به هر ضریب 
یک واحد اضافه شده است تا ضریب بعدی به دست آید» در دستگاه سوم» 
برای پیدا کردن هر ضریب» ۲ واحد به ضریب قبلی اضافه شده است؛ در 
دستگاه چهارم» ۳ واحدء در دستگاه پنجمء ۵ واحد و غیره. 

ثابت می‌کنیم» همه دستگاه‌هایی که به این ترتیب تشکیل شوند (نخستین 
ضریب معادله و عدد ثابتی را که اضافه می‌کنیم» می‌توان به دلخواه گرفت)» 
همیشه دارای این جراب هستند. 


۴ < [ ,۱- < 2 
برای اثبات دستگاه وا یا ضریب‌های حرفی» در نظر می‌گیريم: 


+ و < (:+ع) + وه 
۵ + ع ((۴ + ع) + ۳(2 + ه) 


(در دو معادله» مقدار ثابتی را که به هر ضریب اضافه کرده‌ایم» تا ضریب 
بعدی به‌دست آید با » نشان داده‌ایم). 
معادلهٌ اول راء از معادلهٌ دوم کم می‌کنيم» به این معادله می‌رسیم : 


۳۸۵ + ۲۶۷ 2 ۰ 


2 + ۱ 


از اين معادله داريم: ب - ۱ < 2. اين مقدار 2 را» در معادله اول 
دستگاه: قرار می‌دهيم؛ به‌دست می‌آید 


زک 


1۸۸ 


و بتابراین 
اس اس ۲ ۱ << و 


به این ترتیب» همه دستگاه‌های دو معادلةٌ دومجهولی؛ که ضریب‌های 
آن‌هاء بتابر قاعده‌ای که گفتیم تشکیل شود به یک جواب می‌رسند: 


۲ < ل با << 


دستگاه دو معادلهٌ دومجهولی کلی‌تری هم با همین جواب وجود دارد. 
به این دستگاه توجه کنیم : 


+ ۰ - و( + ۵) + ده 
۰ + 9 < 0(۷ + ۵) + ور 


و در آن فرض می‌کنيم : 9 7 ۵ و ۶ 7 ]. 
اگر معادلة دوم را از معادهٌ اول کم کنیم» به دست می‌آید : 


(« - )۲ +9 - و ع و(« - ) + و( - م) + و( - ع) 
این معادله را می‌توان به صورت دستگاه دو معادلةٌ زیر نوشت : 


۰-6 < و( - ۵) + 9(2 -ه) 
( )۲ < و( -) 


۱۸۹ 


که از آن‌جا» به دست می‌آید: 
۲ 2 ل ,۱- < و 


و اگر آزمایش کنیم؛ می‌بينيم که این جواب: در هر دو معادل دستگاه اصلی 
صدقمی‌کند. 
خاصیت داشتن یک جواب. برای دستگاه‌های مختلف را؛ نمی‌توان دربارة 
دستگاه‌هایی که پیش از دو مجهول دارند؛ پیدا کرد؛ اگرچه ضریب‌ها راء طبل 
همان شرط دستگاه‌های دومجهولی تنظیم کنیم. مثلگ اين دستگاه را در نظر 
می‌گيريم : 
+ ۰ < ۲((2 + ۵) + (۱+) + مه 
۷+ ه < ۶۵(2 + ۵) + ب((۵ +ع) + «(۴۸ + »ه) 
+ < ۱۰۴(2 + ع) + (۹ + ع) + 2( +4 2) 


اگر معادلهٌ اول را؛ از معادلة دوم کم کنیم» به دست می‌آید : 


۲۳۸۵ + ۴۳ + ۴۶2 < 


كت 


2+ ۷ + 2 2۱ 


به همین ترتیب» اگر معادلهٌ دوم را از معادلٌ سوم کم کنیم. باز هم بعد 
از ساده کردن به دست می‌آید : 


۱< 2 + +4 2 
دو طرف این معادله را در 4 ضرب می‌کنيم : 
۵ < 2 + له ٩1‏ 622 


۱۹۰ 


حالاء اين معادله را از معادلة اول دستگاه مفروض» کم می‌کنيم : 


<< ۲۵۵ + رز« 
یا 
۳ ۲2 + ۷ 
پنابراین» دستگاه سه‌معادلهٌ سه مجهولی ما؛ با دستگاه دو معادلةٌ سه‌مجهولی 
ژیر» هم‌او:, است: 
٩+ ۷+ 2 2۱‏ 2 
2-۳ ۲۶ + ۷ 


و روشن است که اين دستگاه؛ دارای بی‌نهایت جواب است. 


حل مساله‌ها: به کمک معادله 
چند مساله راء به کمک معادله حل می‌کنيم و از مسالهٌ ل. ن. تولستوی که 
پیش از اين به کمک شکل حل کردیم» آغاز می‌کنيم. 


مساله ل. ن. تولستوی 

«دروگران یک مزرع؛ُ تعاونی» می‌خواستند یک مزرعه را درو کنند. یکی از 
این دو مزرعه دو برابر دیگری بود. هم دروگران؛ نصف روز را در مزرعةً 
بزرگتر کار کردند. در نیمه دوم روز گروه دروگران به دو قسمت برایر» بخش 
شدند؛ قسمت اول» در مزرعةٌ بزرگتر باقی ماند و کار آن را تا غروب تمام 
کرد. قسمت دوم دروگران» در مزرعةٌ کوچکتر مشضول شد؛ ولی تا پایان 
روز نتوانست آن را تمام کند. آن‌چه را که از مزرعةٌ دوم باقی مانده بود» یکی 
از دروگران؛ در طول یک روز کار تمام کرد. اين شرکت تعاونی» چند دروگر» 


داشته است؟؛ 


زد 


حل. تعداد دروگران را تد می‌گيريم. 

برای درو کردن هر دو مزرعه» تمام دروگران در یک روز و یک دروگر 
در روز دوم کار کرد‌اند. بنابراین» برای این‌که هر دو مزرعه در یک روز 
درو شود به ۱ + 2 دروگر احتلاج است. چون مزرعةٌ کوچکتر ِ تمام دو 


ِ هه 1 
مزرعه است» برای درو کردن آن در جریان یک روزء دروگر لازم 


است. از طرف دیگر. می‌دائیم برای درو کردن مزرعة دوم» نصف دروگران 
وف ۱ 
در نصف روز یا > دروگران در تمام روز و سپس یک دروگر در یک روز 


۲ یش 7 
لازم است. یعنی برای درو کردن مزرعة کوچکتر به ۱ + چ* دروگر برای یک 
روز احتلاج داریم. و در نتیجه یه معادله زیر می‌رسیم. 


27 ۱ 
۳ 


3 
< - ٩۱ 
۳ 


که از آن‌جا به‌دست مي‌آید : 


روش دیگری برای تشکیل معادله 
دیلیم که برای درو کردن هر دو مزرعه: روی هم ۱ + 2 دروگر برای یک 
روز لازم است. می‌توائيم تعداد دروگرانی که برای درو کردن مزرعة بزرگ در 
یک روز لازم است؛ به دو طریق پیدا کنیم و سپس؛ با مساوی قرار دادن 
آن‌ها؛ 2 را به‌دست آوریم. 

چونه مزرعة بزرگ چ مجموع دو مزرعه است. می‌توان آ را به‌وسیلة 


(۱ + ۲)۵ 
نت 


۱۹۴ 


دروگر» در یک روز درو کرد. 
از طرف دیگر می‌دانيم که مزرعة بزرگ» ابتدا به وسیلاٌ تمام دروگران دو 


2 2 ۳ ۰ ء و ۳ 

نصف روز (یا 7 دروگران در یک روز) و سپسء بهوسبلةٌ تصف دروگران 
1 ك‌ ۰ ۳ 

در نصف روز (یعنی چ> دروگر در یک روز) درو شده است. بتابراین مزرعاً 


۳ مر 2 

بزرگتر می‌تواند به وسیلةٌ >" + ۲ دروگر: درو شود. به اين معادله می‌رسیم: 
#۶ 8 ۲ 
دا سا (و دی 
0 ) + 


که از آن‌جا به‌دست می‌آید: 
2۸ 2 


روش سوم تشکیل معادله 
2 
برای این‌که مزرعه کوچکتر درو شود به ۱ + > دروگر در یک روز نیاژ 


1 ۳ ۳ 
داریم؛ برای درو کردن مزرعه بزرگتر هم چ> +- م7 دروگر در یک روز لازم 
است. مزرعاً بزرگتر؛ دو برابر مزرعة کوچک‌تر است و بنابراین باید تناسب 
زیر را داشته باشیم : 


اولنا 


حل مساله» به کمک وارد کردن یک مجهول خارجی 
اغلب پیش می‌آید که برای ساده‌تر کردن حل یک مساله باید مجهول تاژه‌ای؛ 
که مقدار آن مورد نیاز ما نیست» وارد در تشکیل معادله کرد. 
مثل قبل» تعداد دروگران را :2 می‌گیريم ؛ درضمن قطعه‌ای از زمین را که 
یک کارگر در یک روز درو می‌کند. با ] نشان می‌دهیم. 
روی مزرعه بزرگتر: 27 دروگر در 3 ررز و ۱ دروگر در روز کار 


کرده‌اند؛ بنابراین» مقدار مزرعهٌ بزرگتر» چنین است : 
۳23 2 2 
-ِ« 3 + و 
۲ 23 وق 
روی مزرعةٌ کوچکتر» ۲ دروگر در روز به‌اضافةً یک دروگر در یک 


روز کامل؛ کار کرده‌اند؛ بنابراین مقدار مزرعةٌ کوچکنر چنین است: 
۴ 2 2 
یط ۹ 


۴ ۴ 


و چون مزرعة بزرگتر دو برابر مزرع؛ کوچکتر است؛ باید داشته باشیم : 


۲2۷ . 291 1 
32 2 ۰۳ ٩ ۳ 
۳3 - 

2 4+1 ۴ 


مسالة نیوتن 


حالا مسالة نیوتن» را با به کار بردن مجهول کمکی» حل می‌کنيم. 
«سه چمن از علف پوشیده است. انبوهی علف‌ها: در همه‌جا؛ یکی 


۱۹۴ 


است. ساحت این سه چمن به ترتیب :۰۳3 ۰ و 
۳۴ آکر است (هر آکر برابر ۴۰۵ ۰7 هکتار است). 
علف‌های چمن اول را ۱۲ گاو در ۴ هفته و علف‌های 
چمن دوم را. ۲۱ گاو در ٩‏ هفته. می‌توانند بخورند. 
چند گاو می‌توانند در جریان ۱۸ هفته, علف‌های چمن 


سوم را بخورند». نیو توت 

حل. مجهول کمکی ۷ را» سهم علفی می‌گيريم (نسبت به مقدار نخستین) 
که در جریان یک هفته در یک آکر زمین» رشد می‌کند. در چمن نخست» در 
یک هفته, رشد علف‌ها ۳۴ و در چهار هفته ۴ < ۰۳ یمنی رو آن 
مقدار علفی که در ابندا بوده است؛ می‌شرد. چرن ؛ رشد علف‌ها در یک 
آگر است» بابران می‌توان مقدار کل علف‌هایی را که در چمن نخست؛ مورد 
استفاده قرار گرفته است» به اندازهٌ علف‌های روی 


رم ۳ 
9 ۳7| اکر 
دانست. یعنیء ۱۲ گاو در ۴ هفته می‌توانند علف‌های چمنی به مساحت 


۰ ۱ 4 ۲ ۱ 
وج + ) آکر را بخورند بنابراین؛ هر گاو در هر هفته» چ این 
مقدار یعنی علف‌های 


را می‌خورند. 
به همین ترتیب» می‌توانیم برای چمن دوم هم محاسبه کنیم : 
رشد علف‌ها در یک آکر و در جریان یک هفته» برابر است با . 
در ٩‏ هفته رشد علف‌ها در یک آکر؛ پرابر است با ۹ 
در ٩‏ هفته و در ۱۰ آکر زمین؛ رشد علف‌ها برابر است با ۹۰1 


۱۹۵ 


بتابراین مجموع علف‌ها در چمن دوم را - علف‌های نخستین به‌اضافةً 
رشد آن‌ها - می‌توان مقدار علفی دانست که در ٩۰۷(‏ + ۱۰) آکر زمین وجود 
دارد. 

اين علف‌ها را» ۲۱ گاو در جریان ٩‏ هفته می‌خورند؛ پس یک گاو در 
یک هفته به‌اندازهٌ 


۱۰ + ۹۰۷ + 
٩۲۱ ۳. ٩۹ (کر)‎ 


علف می‌خورند. چرن ظرفیت خورندگی گاوها را یکنواخت گرفته‌ايم» باید 
در مقداری را که برای خوراک یک گاو در یک هفته بههست آورده‌ايم» برابر 
باشند با: 
۲۹+ ۱۰ ِ_ ۷ + ۱۰ 
۱۸۹ ۱۴۴ 


که از آن‌جا به‌دست می‌آید: چ < . 
حالا» پا در دست داشتن مقدار ۷ می‌توانيم مساحت چمنی را که برای 
خوراک یک گاو در.یک هفته لازم است» پیدا کنیم. برای این منظور باید. 


هرا ال اس در 5 
مقدار چپ را به‌ازای چپ < ) محاسبه کنیم: 


۱ 
۱۰ + ۴۰ ۰ 


۵ ۱۴ 
آکر) ت < 
(کر) 1 ۱۴۴ 


چمن سوم» ۲۴ آکر مساحت دارد و 2 گاو در جریان ۱۸ هفته؛ علف‌های 
آن را می‌خورند. از یک طرف بهاندازة ۱۸۱۵ < چ یعنی ع آکر علف 
مررد نیاز است. از طرف دیگر؛ میزان رشد علف‌ها در اين چمن در جریان 
۸ هفته برایر چ ب< ۱۸ * ۲۴ یعنی ۳۶ آگر» و بنبراین کل مساحت 


ملگ 


علف‌ها به‌اندازٌ ۳۶ + ۰۲۴ یعنی ۶۰ آکر می‌شود: 
۵ 


۶ ۵ ,۶۰ < تب 


در چمن سوم» ۳۶ گاو می‌توانند در جریان ۱۸ هفته غذا داشته باشند. 

یادداشت. اين مساله؛ ريشةٌ خیلی قدیمی دارد. ارشمیدس (۲۱۲-۲۸۷ 
پیش از میلاد) بزرگترین ریاضی‌دان همة دوران‌هاء مساله‌ای به نام «مساله‌ای 
دربارٌ گاوهای آفتاب» مطرح کرده بود که شامل ۸ 
مجهول بود و هرکدام از اين مجهول‌ها بر حسب یک 
مجهول بیان شده بود. برای پیدا کردن مقادیر مجهول 
آخحری» باید ریشه‌های درست و مثبت معادلهٌ زیر را 


به‌دست ورد : 
۱ - ۴۷۲۹۴۹۴/۲ - اوه 

لثونارد اولر» معادلهٌ به صورت ۱ < 8۲ - 2۲ را که در آن : عددی 
درست و مثبت و غیر مجذور کامل است» مورد بررسی قرار داد و نام خاصی 
هم برای آن انتخاب کرد. 

ریاضی‌دانان اروپایی سده‌های هفدهم و هیجدهم ثابت کردند اگر ضریب 
" در معادلهٌ ۱ < "لا - "2: مجذور کامل نباشد. همیشه بی‌نهایت 
عدد درست مثبت برای 27 و ۷ پیدا می‌شود که در اين معادله صدق کند 
(یعنی این معادله» بی‌نهایت جواب درست مثبت دارد). قانونی وجود دارد که 
اگر کوچکترین جواب این معادله را در دست داشته باشیم؛ می‌توان به کمک 
۲ 


۲ ۶ ۲ « ۷ ۷ ۱۱ ۰ ۳ 


وللن 


آن» هم جواب‌های دیگر را ب‌دست آورد. بنابراین؛ مهم این است که بتوانیم 
جواب کرچکتر معادله را؛ پیدا کنیم. روش حل این‌گونه معادله‌ها؛ در رشته‌ای 
از ریاضیات که نظریة عذدها یا حساب عالی» نام دارد» مورد بررسی قرار 
می‌گیرد. 


کوچک‌ترین جراب معادلهٌ مربوط به گاوهای آفتاب» چنین است: 


 < ۵۰۵۴۹۴۸۵۲۳۲۰۳۳۰۷ ۴۴۷۷ ۸۱۹۷۳۵۵۴۰۴۰۸۹۸۶۳۴۰, 
7 << - _, ۵ ۲ ( ( ( ( (  ( 


وقتی اروپایی‌ها» در ابندای سدهٌ نوزدهم. با دانش ریاضی هندی‌هاء 
آشنا شدند. معلوم شد دانشمندان ریاضی‌دان هندی؛ در سدهٌ هفتم معادلةً 
۱< 6۲ - 2۲ را (8 عددی درست و مثبت و غیر مجذور کامل است)» 
با همان روشی که ما امروز حل مي‌کنيم» حل کرده بودند. اين معادله‌ها؛ در 
اخترشناسی» کاربرد زیاد دارد. 


دو نامه‌رسان» یکی از ۸ به طرف 3 و دیگری از 7 به طرف ۸ حرکت 
کردند. سرعت‌های آن‌ها با هم تفاوت دارد» ولی سرعت هر کدام یکنواخت 
است. بعد از آن‌که به هم رسیدند» یکی از آن‌ها باید باز هم ۱۶ ساعت و 
دیگری ٩‏ ساعت به راه خود ادامه دهد تا به مقصد پرسند. 

هر کدام از نامه‌رسان‌ها» برای رسیدن از ۸4 به 13 چقدر وقت لازم 


دارد؟ 


1۹۸ 


حل. سرعت نامه‌رسان‌ها را با و " و زمانی را که طول می‌کشد تا به هم 
برسند؛ 1 می‌گیریم. 

نامه‌رسان نخست» برای عبور از تمام راه» به ۱۶ + ۶ ساعت و نامه‌رسان 
دوم به ٩‏ + # ساعت؛ وقت نیاز دارند. فاصله بین نقطه‌های ۸ و 2 را 
می‌توان به سه طریق نشان داد: 


(ه + 6 رد(٩‏ + ) بت(۱۶ +3) 
به این تساوی‌ها می‌رسیم : 
1۶ 
ت 4 چد وا > بو۱۶ چد (ه + با > بب(۱۶ + ) 
۹ 
4 چ با > ٩0‏ چت (ه + یم - ٩(«‏ +)) 


و از آن‌جا 


نامه‌رسان اول» برای عبور از تمام فاصله ۶ + ۰۱۲ یعنی ۲۸ ساعت 
و نامه‌رسان دوم به ٩‏ + ۰۱۳ یعنی ۲۱ ساعت وقت نیاز دارد. 
خودتان راهی برای آزمایش جواب پیدا کنید. 


۱۹۹ 


درس هفة 


چگوئه مساله‌هایی که به خندسه بسنتگی ندارد» 
به کمک مساله‌های ساختماتی هندسه. روشن می‌شوند؟ 


پیشآمدی در کلاس بزرگترها 
نویسندهٌ کتاب. مقدمات هندسه را به بزرگترها یاد می‌داد. 
می‌خواستيم؛ روش حل مساله‌های مربوط  ..‏ 
به ساختمان‌های هندسی را روشن کنیم. 

کتاب درسی؛ این‌طور توصیه می‌کرد: 
فرض می‌کنيم مساله. حل شده است و 
آن‌چه را که لازم داریم ساخته شده است» 
آنوفت فکر می‌کنیم که چگونه می‌توان 
از شکل ساخته شده به داده‌های مساله رسید. تا په این ترتیب» بتوائیم مسیر 
عکس را پیدا کنیم و از داده‌ها؛ به شکل مورد نظر برسیم. 

مثال ساده. می‌خواهيم مثلثی را رسم کنیم که قاعده» زاوية پهلوی قاعده 

و مجموع دو ضلم دیگر آن» در دست باشد. 


رن 


فرضن می‌کنیم» مساله حل شده است» یعنی مثلث؛ 4130 را ساخته‌ليم 
که قاعدهٌ آن » < ۰۸ زاوبهٌ پهلوی قاعدة آن ۵ .- 0۸۵12 و مجمیع 
دو ضلع دیگر آن ] < 03 + ۸0 باشد. اگر ۸0 را از طرف نقطةٌ 6 
به اندازهٌ 03 ادامه دهیم» به‌دست می‌آید: 1 < (۸. مثلت هد را 
با داده‌های مساله» می‌توان ساعت. این باتی می‌ماند که نقطة 2 را روی 
"41 طوری پیدا کنیم که داشته پاشیم 63 < 70 1(۰ و 3 را به هم 
وصل می‌کنيم و فرض می‌کنیم؛ نقطةً 0 پیدا شده است. روشن است که 
مثلت 10 متساوی‌الساقین است. می‌دانیم که در مثلث متساوی‌الساقین؛ 
ارتفاع وارد بر قاعدی قاعده را نصف می‌کند؛ بتابراین؛ اگر از نقطة : وسط 
را عمودی پر 181 رسم کنیم» نقطةٌ برخورد اين عمود با (۸1 همان 
نقطة 67 است. مثلث مورد نظر» ساخته شد. 


۸ ۳ 


نه توضیح و نه آوردن مثال» نتوانست. اهمیت این روش حل مساله را برای 
کلاس روشن کند. دانش‌آمرزان می‌گفتند» اين روش حل» در زندگی روزانه 
به این معناست که اگر من به ۱۰۰۰۰ ریال احتیاج داشته باشمء به من 
پيشنهاد کنند: فرض کنم کسی ۱۰۰۰۰ ریال به دست آورده است (فرض 
کنم که مساله حل شده است): بعد فکر کنم که او اين مبلغ را چگونه به‌دست 
آورده است. به اعتقاد دانش‌آموزان» اين فرض که مساله حل شده است؛ به 
هیچ‌وجه: جست‌وجوی راهحل را ساده تمی‌کند و برای هر مساله باید راه‌حلی 
مخصوص به آن برای ساختن شکل مورد نظر» پیدا کرد. برای روشن کردن 


ری 


این روش حل و برای مسلط کردن دانش‌آموزان در استفاده از آن» حل این 
مساله را به آن‌ها پيشنهاد کردم. 


مساله‌ای دربارة گره زدن 
روی میزه تکه‌ای طناپ باز شده به صورت یک خط راست؛ قرار دارد. 
می‌خواهيم یک سر طناب را به یک دست و سر دیگر آن را به دست دیگر 
بگیریم و بدون این‌که دو سر آن را از دست رها کنیم» گرهی به آن بزئیم. 
دانش‌آموزان علاقه‌مند بلافاصله شروع به کار کردند. با دنست چپ انتهای 
چپ طناب و با دست راست. انتهای راست طتاب را گرفتند» ولی به این 
ترتیب» گره به طتاب نخورد. وضم را عوض کردند» با دست چپ. انتهای 
راست طناب و با دست راست. انتهای چپ طناب را گرفتند باز هم موفق 
په حل مساله نشدند. 
بعد از یک رشته تجربه» دانش‌آموزان اعلام کردند که اين مساله قابل حل 


آن‌وفت. من از کلاس خواستم که کوشش کنند» مساله را با روش هندسی 
حل کنند. 

فرض می‌کنیم مساله حل شده است؛ یعنی گره بر طناب خورده است و 
دو سر آن در دو دست قرار دارد. کوشش می‌کنيم از جواب» به حالت فرض 
مساله برسییم» یعنی بدون این‌که دو سر طتاب را رها کنیم» آن را په صورت 
باز شده روی میز قرار دهیم. وقتی که طناب راء بدون رها کردن دو انتهای 
آن: راست کنیم» معلوم می‌شود که دست چپ؛ زیر طناب و از روی دست 
راست. انتهای راست طناب را گرفته است و دست راست؛ روی طتاب و از 
زیر دست چپ. انتهای چپ طناب را گرفته است. 


وی 


رم ۳1 ۳ 


دم 1 ۱ 
لاس سالگ 


مد 


وت ۳ 
۳ 


موی رس 


وه 


حالا دیگر حل مساله ساده است: طناب روی میز قرار دارد؛ با دست 
راست. انتهای چپ طناب را می‌گیريم» با دست چپ. از زیر طناب ورودی 
دست راست. انتهای راست طناب را می‌گيريم و بدون این‌که طناب را رها 
کنیم» دست‌ها را باژ می‌کنيم. روی طناب گرهی می‌افتد که بنابر شرط‌مای 
مساله به وچرد آمده است. 


وزرا 


اين مساله؛ که در برخورد اول هیچ‌گونه بستگی با حل مساله‌های 
ساختمانی هندسی ندارد؛ به دانش‌آموزان کمک کرد تا معنای روشی را که در 
کتاب درسی آمده برد؛ بفهمند و برای آن‌ها روشن شود که چگونه می‌توان از 
آن پرای حل مساله» استفاده کرد. 


اين روش حل مساله‌های ساختمانی هندسه که پتابر آن باید مساله را حل 
شده فرض کرد و از آن‌جا خود را به شرط‌های مساله رساند؛ در سدهُ پنجم 
پیش از میلاد. یعنی نزدیک دوهزار و پانصد سال پیش؛ به‌وسیلةٌ افلاطون» 
فیلسوف یونان باستان؛ شرح داده شده است. 


حل مسالاً معمایی گره زدن به طناب؛ خیلی خوب مفهوم روش حل 
مساله‌های ساختمانی هندسی را روشن می‌کند. حالا» با حل چند مساله. به 
این روش می‌پردازيم. 

مسالهٌ ۰۱ مثلث ۸70 داده شده است. مثلث دیگری بسازید که هم‌ارز 


پا این مثلث باشد به شرطی که قاعده مثلث جدید برابر (4 باشد و مقدار 
زاویةٌ ۸ تغییر نکند. 


با آن هم‌ارژ باشد. 


نقطهُ ن را به نقطة 7 و نقطهٌ ‏ را به نقطة 2 وصل می‌کنیم. 


حل مساله» به این‌جا منجر می‌شود که بتوانیم نقطه 7 را پیدا کنیم. اگر 
بتوانیم توازی دو خط راست 1 3 و 0 را ثابت کنیم نقطهٌ 7 به سادگی 
پیدامی‌شوده زیا در این صورت کافی است از نقط ۰7 خطی مرازی 26 
(که برای ما معلوم است)؛ رسم کنیم. 


وی 


اگر دو مثلث ۸0 و ۸1 هم‌ارژ باشند» دو مثلت 1 و 
امن ای نیز هم‌ارز می‌شوند: زیرا اگر دو مثلث اخیر را به چهارضاعی 
0 اضافه کنیم» مثلث‌های ۸0 و 417 به‌دست می‌آید. بنابراین 
باید داشته باشیم : 


مساحت مثلث ۳( - ساحت مثلت ]01 


اگر به هرکدام از این دو مثلث هم‌ارز مثلث 1377 را اضافه کنیم؛ به 
دو مثلث هم‌ارژ 7 0817 می‌رسیم. دو مثلث اخیر» در قاعد؛ٌ 1321 
مشترکاند و چون مساحت‌های برابر دارند» باید ارتفاع‌های برایر داشته باشند. 
از طرف دیگر راس‌های اين دو مثلث؛ بر خط 1267 قرار دارند» بنابراین پاید 
0 موازی 2 7 باشد. 

حالا دیگر» رامحل مساله معلوم است: مثلث ۸80 با داریم؛ نقطً 
رل انتهای قاعد؛ُ جدید معلرم است؛ (7 را به 0 وصل می‌کنیم» ضلع 4 
را از طرف ) ادامه می‌دهيم؛ از نقطهٌ 12 خطی موازی 120 رسم می‌کتيم ؛ 
نقطهٌ پرخررد آن با امتداد ۸46 همان نقطة ‏ خواهد بود که مثلث نورد نظر 
4 را به ما می‌دهد مثلثی که با مثلث ۸30 هم‌ارز فیست. 

مساله» هبيشه ممکن است و در هر حال؛ یک جواب منحصر دارد. 


۲۵ 


در حالتی هم که قاعدة ۸ از ۸12 بزرگتر باشد. می‌توان درست 
با همان روش عمل کرد و مثلث جدید ۸77 را هم‌ارز با مثلث ۸۳0 
به‌دست اورد. 

مساله ۲. زاویةٌ ۸/90 و نقطه (1 واقع بر صفحه زاویه» داده شده 
است. می‌خواهيم از نقطةٌ (1» خط راستی چنان بکشیم که در پرخورد با 
زاویٌ 40 مثلئی با محیط معلوم ۲۵ به وجود آورد. 

حل. فرض می‌کنيم مساله حل شده است و مثلث مورد نظر 13101 
به‌دست آمده است» که در آن امتداد ضلع 7 از نقطة ( می‌گنرد و محیط 
مثلث هم برابر با ۲2 است. یعنی 

۲۵ < ۳ + ۳] + (اظ 


دایره‌ای مماس بر ۰1۸ ۳ و 70 رسم می‌کنيم (اين دابره را؛ دايرة 
محاطی خارجی مثلث 217 گویند). اين دایره» منحصر به فرد است و 
مرکز آن در نقطهٌ برحورد نیمسازهای زاویه‌های 6177 و هل فرار دارد. 
نقطه‌های تماس این دایره را با خط‌های نامبرده» کل با و ۸ می‌ناميم. چون 
داریم : دح رز۲ و 16 -< 7 (خاصیت‌های پاره‌خط‌های مماسی 
که از یک نقطه بر یک دایره رسم می‌شوند)» خواهیم داشت: 
۳ + ۷۲ + ۷[ + 5 < ۳ + ] + ]3 
۲۵ - ,]8 + 1[ < ۲ + ,۳ + 1۲ + ] -< 
اما پارهخط‌های باق و 85 برابرند» پنابراین: م ‏ باظ < 81. حل 
مساله به این‌جا منجر مي‌شود که دایره‌ای رسم کنیم که در نقطه‌مای و 


نی 


(م < ,3 < 81۲) بر ضلع‌های زاویةٌ داده شده» مماس باشد و سپس از 
نَقطةٌ ۰12 خطی بر اين دایره مماس رسم کنیم. 


روش رسم 

روی ضلع‌های زاويةٌ داده شده؛ پارمخط‌های 3 و ب19 را برابر ط جدا 
می‌کنيم و از نقطه‌های 6 و له عمردهای 60 و 1,0 را به تیب بر ۸ 
و 80 رسم و ادامه می‌دهيم تا در () به هم برسند. از نقطةٌ 0 به شعاع 
برابر 05 یا بأ() دایرهای رسم می‌کنيم و از 12 مماسی بر قسمت کوچکتر 
این دایره می‌کشيم. 


وفتی نقطةٌ در خارج زاویة داده شده و در حارج زاویهٌ عمود بر آنء 
یا بر پارهعط‌های رال و 86 یا بر کمان کوچکنر دایره - به‌جز نقطه‌های 2 
و 1 و مه واقع باشد؛ مساله یک جواب دارد و وثتی که نقطاٌ (7 در داحل 
شکلی باشد که به پار‌خط‌های 1816 و را و کمان کوچکتر دایره محدود 
است مساله دو جواب دارد. در دیگر حالت‌ها» مساله بدون جواب است. 

خودتان برای همةٌ این حالت‌ها» شکل را رسم کنید. 

یادداشت. این مساله: به س. لیرله (۱[167ط,5.1 ۱۸۴۰-۱۷۵۰) که 
در ابتدای سدهٌ توزدهم در ورشو کار می‌کرد؛ منسوب است. نام لیوله روی 


رن 


چند رابطةٌ مثلثاتی و هندسی» باقی ماند است. یکی از اين رابطه‌ا؛ این 


است : 


۱ 
با ات لد 
وش 1 ۱ 


۱ 

2 
که در آن» 7 عبارت است از شعاع دایرٌ محاطی داخلی و ۰۳۱ ۳۷ و 7۳ 
عبارتند از شعاع‌های دایره‌های محاطی خارجی یک مثلث. 

مسالهٌ ۰۳ روشی که برای حل مساله‌های قبل نشان دادیم و بنابر آن فرض 
می‌کرديم که مساله حل شده است و با شروع از آن» راهی برای حل مسأله 
پیدا می‌کردبم» کاربرد گسترده‌ای در مساله‌های ساختمانی هندسی دارد. ولی» 
آن‌طور که ممکن است دانش‌آموزان گمان کنند؛ تنها احتصاص به مساله‌های 
هندسی ندارد. 

حل یک مسأله به کمک معادله هم در واقع همين روش است» زیرا در 
آن‌جا هم فرض می‌کنيم که مساله؛ بنابر شرطهای داده شده» دارای جواب 
است؛ این جواب را :2 و 7 می‌ناميم و بستگی بین عدد مجهول و داده‌های 
مساله را پیدا می‌کنيم (معادله یا معادله‌ها را تشکیل می‌دهیم) و با حل معادله» 
2 را محاسبه می‌کنیم؛ یعنی از داده‌های مساله؛ به مقدار مجهول می‌رسیم. 

با مثال زیر» نشان می‌دهيم که از اين روش برای حل مساله‌های حساب 
هم می‌توان استفاده کرد. 

ثابت کنید که مکعب هر عدد طبیعی» برایر است با تفاضل مریع‌های دو 
عدد درست (یعنی دثبالهً عددهای طبیمی به‌اضافهٌ صفر) : 


۱۵ ۱۳,2 
۳۲-۲ < ۸ 2 ۲۳ 
۲ کج ۲۷ حد ۳۲ 


۴۳ - ۶۴ ۱۰۲-۲ 


۲۰۸ 


اثبات ۱. پرای هر عدد طبیعی داریم: 


۱ +۲۵ ۱ وت آوو س + آ» 
نت ۴ 5 ۴ ِ ۲ ۲ 


یادداشت. اثبات» خیلی ساده به ما نشان می‌دهد که مکعب هر عند 
طبیعی به صورت ۰7 برابر است با تفاضل مریع‌های دو عدد طبیعی به صورت 


۲ ۲ 
جح ره 
سس اف ۳ . مثلا 


۳ ۲۱۱۳ ۱۱۱۲+ ۱۲ 
۱ .۶۶۲-۵۵۲ - اسچس | اس ۱۳۳۱ ۱۱۳ 


ی ۴ 
ولی» برای اثبات» ابتداباید عددهای 2 2 و تپ را حدس زد و 


بعد آزمایش کرد که آیا تفاضل مربع‌های آن‌ها برابر با "0 می‌شود یا نه. آیا 
+7 
۲ 


نمی‌توان روشی برای اثبات پیدا کرد که ضمن آن خود عددهای 


- آوو 


۳ 


به‌دست آید؟ 
اثبات ۰۲ می‌توان به این ترتیب» استدلال کرد. 


فرض می‌کنیم» مکعب عدد ۰ برابر با تفاضل مریع‌های دو علد 5 و ۷ 
باشد : 


ره او و 
با تجزیة عبارت سمت راست تساوی» به‌دست می‌آید: 
(۱ + 9()2 - 2) < ۲ 
اين تساری را می‌توان این‌طور نوشت: 
( + ع)(و - ع) > و۰ « 


۰۹ 


و بنابراین؛ وقتی برقرار است که داشته باشیم : 

 < 2 - 

ده < ۲ 
که اگر :7 را معلوم و ۷ و 2 را مجهرل بگیریم به دستگاه دو معادله 
دومجهولی زیر می‌رسیم : 

۲ رو د 2 


< لا - 2 


از جمع و تفریق کردن این دو تساوی: به‌دست می‌آید: 


0 
2 
زوج باشد» ۲« هم زوج است و صورت هر دو کسر؛ زوح می‌شود؛ و اگر 
عددی فرد باشد مربع آن هم عددی فرد می‌شود و هم مجموع و هم تفاضل 
دو عدد فرد» عددی است زوج. 
اثبات ۱ را اثبات ترکیبی و اثبات ۲ را اثبات تحلیلی گویند. 
یادداشت. می‌توان ثایت کرد؛ از دو مربع کامل 2۲ و "که تفاضل 
آن‌ها برابر است با ۳ دست‌کم یکی (یا "2 یا "لا) بر ٩‏ بخش‌پذیر است. 
الیات. پیدا کردیم که 


» همیشه عددهای درستی هستند» زیرا اگر 7 عددی 


۲ 
۳ + _ + ۱( 


ل ۲ 


۳ 


۹۰ 


(۵۵-۱ _ 9 و 
۲. . . ۲ 


1 


برای عدد 7؛ سه حالت پیش می‌آید. 
۱ ۰ مضربی است از ۳: ۳۸ < در اين صورت داریم: 
)۱ ِِ ۳" +4 )۳ آ" 
۴ 5 
)۱ 9 اه ۲ 
۴ ۳ ۴ 5 
2۳ "لا هر دو بر ٩‏ بخش‌پذيرند. 
۲) در تقسیم 7 بر ۳ باقی‌ماندهٌ ۱ به‌دست می‌آید: ۱ +۲ < «. در 
این صورت داریم : 
۱+۱۱ جک 
۲ و ۱ ۳ 
۲ بر ٩‏ بخش‌پذیر است. 
۳ در تقسیم بر ۳ باقی‌ماندةٌ ۲ به‌دست می‌آید : 


« < ۳۸ + ۲ < ۳) + ۱( - ۱ < ۳-۱ 


که در آن هم ی و هم | عددهایی طبیعی هستند. در این صورت داریم: 


۳۱-۲ ۱ ۱۳-۱ ۳ ۲ 
۳ ۰ اب ۳ 2 ر 


۳ پر ٩‏ بخش‌پذیر است. 
به این ترتیب: ثابت شد که یا "5 یا این فان بر ۳ 


بخش پذ بر ند 


۹ 


درس هشتم 


گاهی. دانش آموز کلاس پنجم بنتر از دانشآموز کلاس 


دهم می‌تواند مساله حل کند. 
مسالهٌ پنج کلاه 
پنج پسربچه؛ کلاه‌های خود را عوض کردند» طوری که هر کسی کلاه دیگری 
را به سر گذاشت. 


به چند طریق می‌توان کلاه‌ها را عوض کرد؟ 

یادداشت. اين مساله را می‌توان به کمک نظريهٌ آنائیز ترکیبی حل کرد. 
ولی به‌جای این‌که صبر کنیم و در کلاس‌های بالا به این نظربه برسیم» می‌توان 
با روش‌های مختلف و ساده‌ای» اين مساله را به کمک حساب حل کرد. راه 
حل حسابی اين مساله: هم پسیار ساده و هم خیلی زیبا است. 

مساله را برای پنج کلاه حل کنید و سپس جواب آن را برای حالت کلی» 
و وفتی که 7 کلاه داشته باشیم؛ پیدا کنید. 

حل حسایی. تعداد حالت‌هایی را که 7 پسربچه می‌توانند کلاه‌های خود 
را عوض کنند» به نحوی که هر کسی کلاه دیگری را به سر داشته باشد؛ با 
نشان می‌دهیم. 


وش 


وقتی که ۲ پسربچه باشند» تعدادحالت‌ها 2۲ و وقتی. که. ۵ پسرنچه 
باشند تعداد حالت‌ها 2۵ مي‌شود و غیره. 


به سادگی و به طور مستقیم می‌توان ۱ ۲ 2 و 2۳۲ را محاسبه گرد. 


روشن است که ۱ < ۰27 زیرا دو پسربچه تنها په یک طریق می‌توانند 
كلاه‌هاي خود را عوض کنند. 


گ 


2 


برای محاسبةٌ 2 و ۰27 پسربچه‌ها را با عددهای رومی ۰1 ۰11 111 
.۰ و کلاه‌های آن‌ها را به‌ترتیب با عددهای ۰۱ ۰۲ ۳ ... نشان می‌دهیم. 


فرض کنیم» سه پسرپچه وجود داشته باشد: ۰1 ]1 و [1]. کلاه‌های 
آن‌ها به ترتیب عبارنند از ۰۱ ۲ و ۳. در اين حالت» تنها به ۲ طریق می‌توانند 
کلاه‌های خود را عوض کنند؛ به نحوی که هر کسی کلاه دیگری را به سر 
داشته باشد : ۱ 


په این ترتیب: ۲ < 5۳. 
حالا فرض کنید چهار پسربچة ]۰ ]1» ]11 و 1۷ با کلاه‌های ۰۱ ۰۲ ۳ 


وف 


و ۴ را داشته باشیم: 


۲ 1 11] ۷ 
۱۳ ۰:۳ 
۲ ۴ ۱ ۳۴ 
۳ ۱ 
۲ ۱ ۴ ۴ 
۳ ۴۳ ۲, ۱ 
۱ ۱ 
۴ ۱ ۲ ۳ 
۴ ۳ ۲ 
۲ ۰۲۰ ۰ ۴ 


این‌ها تنها حالت‌های ممکن جابه‌جا کردن کلاه‌ها است؛ به نحوی که 
هرکس کلاه دیگری را به سر داشته باشد. به این ترتیب 


۴ ٩ 


تا این‌جا» می‌دانیم 


محاسيةٌ مستفیم ۰2۵ دیگر به این سادگی نیست. 

اگر از رابطه‌ای که 2۵ را به مقادیر ت۰2 2۳۳ و 2:۲ مربوط می‌کند» آگاهی 
داشتیم» می‌توانستیم پدون محاسبةٌ مستقیم» تمام حالت‌های ممکن را برای 
پنج کلاه پیدا کنیم. به این ترتیب» مساله منجر؛ به این می‌شود که بتوانیم 2۳ 
را به مقادیر 2 با اندیس کوچکتر از ۵» مربرط کنیم و به طور کلی رابطه‌ای 
پیدا کنیم که پستگی بین م2 را با ۱سب2» بت و غیری نشان دهد. 

این روش حل مساله» که بتوانیم مسالا مربوط به 7 چیز را منجر به 
مساله‌ای با چیزهای کمتر کنیم» در ریاضیات کاربرد فراوان دارد. 


۳۱۳ 


اين روش را روش برگشتی نام گذاشته‌اند. ما هم به جست‌وجوی یک 
رابطةً برگشتی می‌رویم که بتواند ,م2 را برحسب ۱-رتة و ۲-برظت و غیره» بیان 
کند. 

اپتدا 2 را برحسب 7 و 2۲ پیدا می‌کنيم. استدلالی را که برای بیان 
به کار می‌بریم» می‌توان در حالت کلی» و پرای بیان مت به کار برد. 


رابطةً برگشتی 

فرض کنیم که بخواهیم چهار کلاه ۰۱ ۰۲ ۲ و ۴ را بین چهار پسریچة آ؛ آ[ 
و ۲۷ به تمام انواغ ممکن» تقسیم کنیم. حالت‌های مختلف را می‌توان 
به سادگی به دست آورد: 


پتزیچه‌ها: ۷ 1۳ 11 1 


هرکسی کلاه خود را به سر دارد: ۴ ۳ ۲ ۱ 
اولی کلاه حودش و بقیه» کلاه دیگران ۲ ِ۱ 
را به سر دارند: ۱۳ 
دومی کلاه خودش و بقیه» کلاه دیگران ۱ اِ ۴ ۷ 
را به سر دارند: ۳ ۱ ۲ ۴ 
سومی کلاه خودش و بقیه کلاه دیگران ۱ ۳ ۲ 
را به سر دارند: ۲ ۳ ۱ ۴ 
چهارمی کلاه خودش و بقیه» کلاه دیگران ۱ ۳ 
را به سر دارند: اس ان 


۳۹۵ 


۳ ۴ ۲ ۱ 
دو پسربچه کلاه خودشان و دوتای ِ ِ ۱ 
دیگر کلاه عوضی به سر دارند: ۳ ۲ ۴ 
۴ ۱ ۲ ۳ 
۴ ۳ ۱ ۲ 
۴ ۳ ۲ 
۳ ۱ ۴ ۲ 
۳ ۴ ۱ ۲ 
۳۰۰ 
هر کسی کلاه دیگری را به سر دارد: ۱ ۲ ۴ ۳ 
۲ ۱ ۴ ۳۲ 
۳ ۲ ۱ ۴ 
۱ ۲ ۳ ۴ 
۲ ۱ ۳ ۴ 


به این ترتیب» چهار کلاه را به بیست‌وچهار روش مختلف می‌توان بین 
چهار پسربچه تقسیم کرد. از بین بیست‌وچهار حالت» ٩‏ حالت؛ مربوط به 
موقعی است که هر کسی کلاه دیگری را به سر گذاشته است؛ ۸ حالت 
مربوط به موقعی است که تنها یکی از پسربچه‌ها کلاه خود را به سر دارد و سه 
پسریچةُ دیگر. کلاه دیگری را به سر گذاشته‌اند؛ ۶ حالت مربوط به موقعی 
است که دو پسربچه کلاه خود و دوتای دیگر» کلاه عوضی به سر دارند و ۱ 
حالت مربوط به موقعی است که هرکسی صاحب کلاه خودش است. روشن 
است که نمی‌تران حالتی را پیدا کرد که تنها سه پسربچه صاحب کلاه خودشان 
باشند» زیرا در این صورت نفر چهارم هم؛ صاحب کلاه خودش می‌شودآ. 

[در هرکدام از ۴ حالت» چهار کلاه ۰۱ ۰۲ ۳ و ۴. از نظر ردیفی که 
قرار گرفت‌اند. با هم تفاوت دارند. غیر از ۲۴ حالتی که در اين‌جا آورده‌ايم» 

۲ آن‌چه: در چند سطر بعد داخل کروشه گذاشته است؛ برای حل مساله لازم نداریم 
و تنها برای کسانی که علاقه‌مند هستنده آورده‌ايم. شما اگر بخواهید. می‌توانید از آن بگذرید. 


۳۹۶ 


به. هیچ ترتیب. جدید دیگری» نمی‌توان عددهای ۰۱ ۳۰۲ و ۰۴ را نوشت 
(خودتان امتحان کنید). به سخن دیگر؛ تنها ۲۴ ترتیب ممکن» برای ۴ عدد 
۱ و ۴ وجود دارد. به جای چهار عدد می‌توان چهار شیء و یا به زبان 
کلی‌تر» چهار عنصر انتخاب کرد. تعداد ترتیب‌های ممکن از * عنصر را؛ با 
علامت مر نشان می‌دهند. در بررسی که کردیم؛ روشن شد که ۲۴ < ۲۷. 
آزمایش نشان می‌دهد که ۴ « ۳ < ۲ < ۱ < ۲۴ بنابراین داریم : 


۴ ۰ ۳ ۲ >« ۱ < بط 
در ریاضیات» برای حاصل‌ضرب همة عددهای طبیعی از ۱ تا 9» یعنی 
حاصل‌ضرب.. 
۵ (۱ ۵ ۳۰۰ ۲۱ ۶ ۱ 
علامت سادة! 2 را گذشته‌اند که آن را فاکتوریل 70 می‌خوانند. با توجه به این 
قرارداد می‌توان نوشت : 
۱(۷- )...۳۱۷۰ ۲۱ ۱ < او 
۴ < ۴ ۷« ۳ ۷« ۲ « ۱ < ۲۱ < 7 
ثابت می‌کنند که تعداد ترتیب‌های 7 عنصر برای هر مقدار 0 برایر است با 
فاکتوریل 9: 
(۱ ۵ ۲۳۷ ۱۱ او بط 
همان‌طور که گفتیم» برای حل مسالهٌ خود» یعنی پیدا کردن رابطه‌ای بین 
۵ با 2:۴ و ۰2۳ یا به طور کلی بين م2 با «-مت2 و »بت نه مقهوم ترتیب 


و نه مفهوم فاکتوریل لازم نیست و همان‌طور که خواهیم دید می‌توانیم رابطةٌ 
مورد نظر را با استدلال ساده‌ای پیدا کنیم.] 


۲ 


به اين ترئیب؛ پرسشی پیش می‌آید: اگر تعداد حالت‌هایی که چهار 
پسربچه (و به طور کلی * پسربچه) می‌توانند کلاه‌های خود را طوری بین 
خود تقسیم کنند که هر کسی» کلاه دیگری را به سر داشته باشد» به 27 نشان 
دهیم ( و در حالت کلی به ,۰)2 آیا نمی‌توان عدد 2۵ (و به طور کلی 
+2) را بر حسب 2 و 2۳ (و به طور کلی 2-۱ و ۲-مت) بیان کرد؟ 

برای هم حالت‌های ممکن تقسیم چهار کلاه بین چهار پسربچه» ۲۴ 
حالت داریم که در جدول صفحه‌های قبل دیدیم. 

فرض کنید» به چهار پسربچه» پسربچهة پنجم (۷) را با کلاهش (۰)۵ 
اضافه کنیم. چطور می‌توان برای پنج پسربچه؛ همه حالت‌های تقسیم کلاه‌ها 
را پیدا کرد به نحوی که هیچ کدام از آنها» کلاه خودش را نداشته باشد؟ 

از جدول معلوم است که ٩‏ < ۰2۲ طوری که هیچ پسریچه‌ای صاحب 
کلاه خودش نباشد. پسربچةُ پنجم را به چهار پسربچة دیگر اضافه می‌کنیم ؛ 
ار می‌تواند کلاهش را با هرکدام از چهار نقر دیگر» عوض کند. به این 
ترتیب» گروه‌های پنج نفری به دست می‌آید که در هر کدام از آن‌ها هرکس 
کلاه دیگری را به سر گذاشته است. از هرکدام از نه حالت مربوط به چهار 
پسربچه ۴ حالت پنج‌نفری پیدا می‌شود که در هریک از آن‌ها: هیچ پسربچه‌ای 
صاحب کلاه خود یست. 

مثلا» اگر این حالت را در نظر بگيريم: 


پسرپچه‌ها: ۷] ]11 11 [ 
کلاه‌ها : اد ۱ 


چهار حالت زیر برای تقسیم پنج کلاه بین پنج پسربچه به‌دست می‌آید : 


[ 1] 11] 1۷ ۷  :اه‌هچبرسپ‎ 


۳۲۸ 


تقسیم کلاه‌ها : 


مه ما مس 
4 نو 4 هب 
و هچ 
۳ 7 ۲ 
تم 


در هرکنام از اين حالت‌ها» هیچ کس صاحب کلاه خودش نیست. به 
همین ترتیب» برای هر کدام از نه حالت مربوط به چهار پسریچه چهار حالت 
مختلف برای پنج پسربچه به‌دست می‌آید» که در هریک اژ آن‌ها شرط مساله 
صلق می‌کند. پعنی هر بچه‌ای صاحب کلاه دیگری است. به اين ترتیب» تا 
این‌جا 


۴۲۲ < ۴ ۲٩ < ۶ 


حالت مختلف برای تقسیم کلاه بین پنج پسربچه با توجه به شرط مساله 
پیدا می‌شود. 

به همین ترتیب» می‌توان برای 7 پسربچه و م2 حالت مختلف وضع 
کلاه‌ها؛ استدلال کرد و به م2 ۰ 7 حالت مختلف» برای (۱ + 2) پسربچه 

ولی ته ۳۶ < ۲2۶ و نه مه مقدار 20 يا «بمت را به طور کامل 
نمی‌دهند. 

در جدول همة ترتیب‌های ممکن‌کلاه‌های چهار پسربچه (صفحه‌های قبل) 
به انداز؛ ۸ < ۴2۲ < ۲ * ۴ نوع ترتیب وجود داشت که در هر کدام 
از آن‌ها» تنها یکی از پسربچه‌ها» صاحب کلاه خود بود و سه پسربچهٌ دیگر 
کلاه عوضی به سر داشتند. اگر پسربچة پتجم کلاه خود را با پسربچه‌ای که 
صاحب کلاه خودش است عوض کند. در آن صورت» هیچ کدام از پنج 
پسربچه صاحب کلاه خودش نمی‌شود. مثلا؛ اگر حالتی را در نظر بگیریم که 


تلف 


در آن پسربچهٌ اول؛ صاحب کلاه خودش است : 


1 1 ]1[ ۷ 
۱ ۳ ۴ ۲ 
۱ 


به این دو حالت از پنج کلاه و پنج پسربچه می‌رسیم : 


][ 1] 11] 1۷ ۷ 
۵ ۳ ۲۰ ۲۰ ۱ 
۵ ۴ ۲ ۳ ۱ 


که در هر حالت؛ هر پسریچه‌ای» کلاه دیگری را به سر دارد. بنابراین» از 
هشت حالت مربوط به وضع چهار کلاه» که در هر حالت آن تنها یکی از 
پسربچه‌ها؛ صاحب کلاه خودش است» می‌توان با اضافه شدن نفر پنجم به 


۴ ۱۷ ۲ ۴ 2 ۸ 


وضع جدید پنج کلاه رسید که دربار؛ هرکدام از آنها» هیچ پسر بچه‌ای؛ 
صاحب کلاه خرد یست. 

به همین ترتیب؛ می‌توان دربار؛ 7 پسربچه‌ای که پسربچة (۱ + )ام 
به آن‌ها اضافه می‌شود؛ استدلال کرد. برای ۶۶ پسربچه به تعداد 2-۱ ۶۲۰ 
وضع از 7 کلاه داریم؛ به نحوی که در هرکدام از آن‌ها؛ تنها یک پسربچ 
کلاه خود را به سر دارد؛ وقتی که پسريچةُ (۱ + )ام کلاه خود را با این 
پسربچه» عوض کند» 2,۱ ۰ وضم جدید از (۱ + «) کلاه به دست 
می‌آید. که در هیچ کدام از آن‌ها. هیچ پسربچه‌ای صاحب کلاه شود نیست. 

از وضع نختین چهار کلاه: وقتی که دو پسربچه یا همه آن‌ها صاحب 
کلاه خود باشند» نمی‌توان با اضافه کردن پسربچهة پنجم» طرری تعویض کلاه 
را انجام داد تا به حالتی پرسیم که هریک از پنج نفرء کلاه دیگری را به سر 
داشته باشد. 


توف 


بنابراین» وقتی با پنج پسربچه سروکار داشته باشیم تعداد .حات‌های 
مختلف وضع کلاه‌ها» به نحوی که با شرط مساله سازگار باشد. چنین 
می‌شود : ِ 


(2۳ + )۴ < ۲۵ + ۴2۷ ع< و2 

و در حالت کلی؛ برای (۱ + 7) پسریچه به دست می‌آید: 
(سوت + م02 < 92-۱ + 93 < ابو 
و اين همان رابطة برگشتی است که به کمک آن می‌توان تعداد حالت‌های 
مختلف » کلاه را از روی تعداد حالت‌های مختلف (۱ - «) و (۲ -) 
کلاه» پیدا کرد. پاسخ مربوط به * کلاه را وقتی می‌توانیم به دست آوریم که 
پاسخ مربوط به (۱ - ) و (۲ - ) کلاه را داشته باشیم. چون برای 
۲ < 7 و ۳  <‏ مقادیر 2 و 27 را می‌دانيم» می‌توائیم مقدار ,2 راه 
برای هر مقدار 0 پیدا کنیم. 
پا در دست داشتن رابطةٌ برگشتی در حالت کلی 


و این‌که داریم: ۱ < 27 و ۲ < 27 به ترئیب به دست می‌آید: 


2 < ۲) + 2۰( ع<‎ ۳۲ + ۱( < ٩ 

۴)٩ + ۲( 2 ۴‏ < (27 + ۲)۵۱ < وه 

2۶ < ۵) + 2( < ۵)۴۴ + ٩( - ۵ 

۴ - (۴۴ + ۶)۲۶۵ < (م2 + ,)۶ < بد 


و غیره. 


۳۳۱ 


اگر فرض کنیم 
<< 1۱ 
و اين طبیمی است؛ زیرا؛ یک پسربچه نمی‌تواند کلاهش را با کس دیگری 
عرض کند؛ آن وقت 2۳ را می‌توان بنابر رابطةٌ کلی پیدا کرد : 


۴ > (۰ +۲۱ < (2۱ + ۲۵۲ < مت« 


اين روش حل مساله واء برگشتی نامیلیم» به اين مناسبت که بتابر آن» 
پرسش مربوط به هر عددی» منجر به همان پرسش دربار عددهای کوچکتر 
می‌شود. برای این‌که پاسخ خود را برای عدد داده شدهُ 10 پیدا کنیم» باید قبلاً 
پاسخ مودر نظر را دربارة همةٌ عددهای طبیعی کوچکتر از 0 پیدا کنیم. آين 
روش ممکن است طولانی و خسته کننده باشد» ولی در بسیاری 9 
نمی‌توان را‌حل دیگری پیدا کرد. 


راه دیگری برای پیدا کردن رابطهٌ برگشتی! 
رابطةٌ برگشتی را» که به کمک آن می‌توانيم مساله خود را حل کنیم» می‌شود 
از راه دیگری هم به دست آورد. 

همه انواع حالت‌های مختلف پنج کلاه را» به نحوی که هیچ پسریچه‌ای 
صاحب کلاه خرد نباشد یعنی 2 را می‌توان به دو گروه: تقسیم کرد : 

گروه ۰۸4 که در آن پسربچة اول» کلاه خود را با یکی از چهار پسربچهٌ 
دیگر عوض کرده است (یعنی تعویض متقابل بین پسربچةُ اول» با یکی از 
پسربچه‌های دیگر انجام گرفته است) ؛ 

گروه 2. که در آن» چنین تعویض متقابلی؛ برای پسريچة اول» پیش 
نیامده است. تعداد حالت‌ها ۸4 و 3 را محاسبه می‌کنیم. 


- این راه را برای خواننده‌ای گذاشته‌ايم که از بعضی دشواری‌ها تمی‌ترسد» والا 
می‌توان از خواندن آن صرف‌نظر کرد. 


وفوفی 


همه جالت‌های :ممکنی را محستاب حی‌کتيم» کة در آن‌هبه پسربچة !وله 
کلاه خود را با یکی از دیگران» عوض کرده باشد. 


][ ۲۳ ۷ ۷ 

۲ ۰۱ ۴ ۵ ۲ 

۲ ۱ ۵ ۳ ۴ 

خالت‌هایی از وضع کلاه‌هاء به نحوی که ۳ 
حالت؛ پچ اول کلاه خود راء ۴ ۲ ۱ ۵ ۲ 

در هر 1 ۳ ۱ ۲ ۵ ۴ 
پایکی از دوستانش عوض کرده است. ۲۳ ۱ ۵ ۳ ۴۲ 
۱ ۲ ۴ ۳ ۵ 

۵ ۴ ۲ ۲ ۱ 


روی هم به اندازةٌ ۲۵ ع< ۲ < ۴ ترتیب» برای کلاه‌ها» به قست 
می‌آید. در حالتی که با (۱ + 7) پسربچه سروکار داشته باشیم» روی‌هم 
ال - 10 
ترتیب کلاه از نوع گروه ۸ خواهیم داشت» که با شرط مساله» سازگار باشد. 
حالا به حالت‌هایی می‌پردازيم» که در آن‌ها» تعویض متقابل کلاه» بین 
پسربچه اول و دیگران انجام نگرفته باشد (گروه ۶). مثلً* فرض کیم که 
پسربچ؛ُ اول» کلاه ۲ را به سر داشته باشد» باقی می‌ماند: 
۷ 1۷ ]11 ]1 
۵ ۴ ۳ ۱ 
اين چهار پسربچه به چند طریق می‌توانند کلاه‌های خود را عوض کنند 
به نحوی که هيچ‌کدام از آن‌ها صاحب کلاه خود تباشد؟ 
اگر می‌داشتیم: 


1] 11 ۲۷ ۷ 
۲ ۲۳ ۴۰ ۵ 


(۳ 


پرسش ما مربوط می‌شد به حل مساله در حالت چهار پسربچه و تعداد 
حالت‌های ممکن براپر 25. 
حالاء وقتی که داریم: 


۷ ۲۷ ]11 ]1 
۵ ۴ ۳ ۱ 
چند حالت ممکن» با توجه به شرط مساله: وجود دارد؟ 
در این‌جا هم تعداد حالت‌های ممکن» همان 277 است؛ زیرا اگرچه 
پسریچة [[» کلاه ۱ را به سر دارد» ولی در وضع گروه ۰3 او نمی‌تواند 
صاحب این کلاه باشد. وفتی که پسربچ4ُ ۰1 کلاه ۱ را داشته باشد. به 
معنای اين است که پسريچهٌ اول» کلاه خود را با پسربچةٌ دوم عوض کرده 
است و بتابراین وضعی برای گلاه‌ها پیش می‌آید که به گروه ۸ مربوط است. 
نبراین» تعداد حالت‌های گروه 3 وقتی که پسربچة اول» کلاه ۲ را به سر 
دارد» براپر 2۷ می‌شود. 
از آن‌جا که پسريچة اول می‌تواند در ادا؛ کلاه هرکام از چهار نفر دیگر 
را به سر داشته باشد» تعداد کل حالت‌های گروه ۰3 برابر با ۴2۶ می‌شود. 
اگر همین استدلال را برای (۱ + 7) پسربچه بکنیم؛ تعداد حالت‌های 
گروه 3[ دربار؛ آن چنین می‌شود. 


713 


چون همه حالت‌های همکن وضع کلاه‌ها: عبارت است اژ حالت‌های 
مختلفی که هم در گروه ۸ و هم در گروه 3 جمع شده‌اند..بنابراین داریم: 


(2۳ + ۴)2۲ > ۴۵ + ۴۵۲ < و2 


(«بمت + م2 < سوه + و22 ع پوت 


وفوفش 


به همان رابطةٌ برگشتی می‌رسیم که با استدلال نبخست هم بمدست آورده 
بودیم. 


جوو 


تویسندهٌ کتاب: بارها این مساله را برای داتش‌آموزان از کلاص هفتم تا 
دهم حل کرده است. البته در کلاس دهم؛ علاوه بر روش‌هایی که در این‌جا 
آوردیم» از نظریذ آثالیز ترکییی هم استفاده کرده است. وقتی که حل مساله 
تمام می‌شود؛ معمولاً دانش‌آموزان می‌پرسیدند: از این دو روشی که برای پیدا 
کردن رابطةٌ برگشتی استفاده کردیم؛ کدام بهتر است؟ 

از بين این دو روش» روشی بهتر است که فهم آن برای ما سادهتر باشد. 
ولی بهترین روش‌ها؛ آن است که خودمان آن را پیدا کرده باشیم. و اين امکان» 
هميشه وجود دارد. 

پروفسور واسیلی پترویج یرماکوف (۱۹۲۲-۱۸۴۵) که در ریاضیات 
عالی کاملاً شناخته شده است و تلاش‌های زیادی هم برای آموزش بهتر 
ریاضیات در دبیرستان کرده است» روش خاصی برای مطالعةٌ کتاب‌های 
ریاضی داشت. او سطر اول را می‌خواند» تا ببیند ملف چه مساله‌ای را در 
برایر خود گذاشته است» سپس سطر آخر را می‌خواند 
تا بداند. مولف چه نتیجه‌ای گرفته است. بعد کتاب را 
می‌بست و خودش به حل مساله می‌پرداخت تا نتيجة 
لازم را به دست آورد. اغلب» روشی که یرماکوف» 
برای حل مساله پیدا می‌کرد» با روش مولف کتاب فرق 
داشت. و به اين ترتیب است که دانش» با روش‌های . پرماعوق 
تازهای غتی‌تر می‌شود. ۱ 

چقدر خوب است» وقتی دانش‌آموزان با مساله‌هایی» که برای آن‌ها تازگی 
دارد» مواجه می‌شوند» از روش پرفسور یرماکوف استفاده کنند و کوشش کنند 


۲۲۵ 


که خودشان رامحل مسائه را بيابند و چه بهتر که بتوانند روشی اختصاصی 
و نو برای حل مساله. کشف کنند. تقریباً همه ریاضی‌دانان بزرگ» کار 
آفرینندگی خود را از همین‌جا آغاز کردند که خردشان به طور مستقل» مساله‌ها 
را حل کنند. گورکی فئودوسريچ وارانوی» یکی از پرنبرغ‌ترین ریاضی‌دانان 
روس (۰)۱۹۰۸-۱۸۶۸ کارهای خلاقةٌ خود را از همین راه» یعنی حل 
مستقل مساله‌های ساده در «مجلهٌ ریاضیات مقدماتی» که به‌وسیلةٌ رماکوف 
برای دبیران و دانش‌آموزان چاپ می‌شد. آغاز کرد". بسیاری از ریاضی‌دانان 
بزرگ دیگر هم مثل د. آ. گراوء ای. ای. ایوانر» و ف. کاگان» ای. 
ای. چیستیاکرو و دیگران نخستین نوشته‌های دوران جوانی خود را در همین 
مجله انتشار دادند. 


مسالهٌ هندی 
نارایانا ریاضی‌دان هتدی سدهٌ چهاردهم» اين مساله را طرح کرده است : 
«گاو ماده‌ای داریم که در آغاز هر سال یک کرساله ماده به دنیا می‌آورد. 
هر گوساله هم از آغاز سال چهارم زندگی خود: در آغاز هر سال» گوساله 
مادهٌ خود را می‌آورد. حالا: شاگرد دانشمند من: بگو که در پیست سال» چند 
کاو خراهیم داشت؟» 
حل. اين مساله را می‌توآن به کمک جبری که در کلاس‌های بالا می‌خوانیم 
حل کرد ولی ما آن را به کمک همان روش برگشتی؛ حل می‌کنیم که از بسیاری 
جهت‌ها» ساده‌تر از حل آن به کمک جبر است. نباید از واقعی نبودن شرط‌های 
مساله» ناراحت بود (ابته می‌توان با کمی تفییر؛ آن را واقعی‌تر کرد)» برای 
پیدا کردن روش حل یک مساله؛ غیر واقعی بودن صورت آن» خیلی اهمیت 
ندارد. ما هم صورت مساله را» به احترام ریاضی‌دان هندی به همان شکل 


۱- تجزية چندجمله‌ای‌ها به ضرب عامل‌های اول» براساس خاصیت ریشه‌های معادله 
درجة دوم: مجلةٌ ریاضیات مقدماتی» - ۱۸۸۶ - صفحةٌ ۰۱۱ 


۲۶ 


اصلی خود» نگه می‌داريم. 
رابطةٌ برگشتی را برای حل این مساله 
می‌توان به سادگی به‌دست آورد. همان‌طور 
که می‌دانيم» اين رابطه حلقةٌ نخستین برای 
پیدا کردن جواب است. 
در سال اول یک گاو داریم و یک گوساله‌ای که در ابتدای سال آورده 
است» یعتی روی‌هم ۲ گاو. در ابتدای سال دوم» یک گوساله به آن‌ها اضافه 


می‌شود؟ روی‌هم ۲ کاو. 
._ در ابتدای سال سوم باز هم یک گوساله اضافه می‌شود؛ روی‌هم می‌شود 
۴ گاو. 
در ابتدای سال چهارم؛ به ۴ گاو ماء دو گوساله اضافه می‌شود» زیرا 
گوسالهٌ اول هم در اين موقع» نخستین گوسالهٌ خود را به دنیا می‌آورد. 


در ابتدای سال پنجم» گوساله‌ای هم که در ابتدای . ۳۰۵2 
سال دوم په دنیا آمده بود» نخستین گوسالةٌ خود را 
می‌آورد» بنابراین» به مجموع ماء ۳ گاو اضافه ۶۴" 


می‌شود : 
2٩‏ ۶+۳ 7 
از ابتدای سال چهارم» تعداد گاوهای ما بنابر یک رابطةٌ برگشتی به‌دست 
می‌آید. اگر تعداد گاوها را در سال چهارم به 25 و به طور کلی در سال ام 
به 2 تشان دهیم داریم : 
٩+ 2۱, 2۵ << 2۲ ۳ ۷,‏ 2۳ < 5۲ 
۲سوگ + سوت < بر 
رابطه روشن است» زیرا بنابر فرض مساله برای پیدا کردن تعداد گاوما 
(و گوساله‌ها) در هر سال؛ باید تعداد گوساله‌هایی که در این سال به دثیا 


۳۷ 


می‌آیند» به تعداد گاوهایی که در سال قبل وجود داشته است» اضافه کنیم؛ 
ولی تعداد گوساله‌هایی که در هر سال به دنیا می‌آید برابر است با تعداد گاوها 


(و گوساله‌ها) در سه سال پیش 


به اين ترتیب» به این جدول می‌رسیم که به طور مستقیم و از روی رابطةً 


۴سبوت ط- یرت << رت محاسبه شده است: 


تعداد گاوها و گوساله‌ها 


۱۳۹ 
۱۸۹ 
۳۷۷ 
من 
۵۹۵ 
۸۷۴ 
۱۳۷۸ 


۳۳۸ 


۹9 ۱۱۸۷۳ 
2+ ۱۷۴۵ 


به این ترتیب» اگر گاوها بنابر شرط‌های مساله زیاد شوند» در بیست 
سال یک گله بزرگ شامل ۲۷۴۵ گاو خواهیم داشت. 


«۷۹ 


درس فلم 


حل مساله‌هايي که به محاسبه نیاز ندارند. 


در حل مساله‌های گذشته» به هیچ 

آگاهی ریاضی به‌جز چهار عمل اصلی 

حساب؛ یاز نداشتیم. در اين درس» 

از حل مساله‌هایی صحبت می‌شود که 

حتا به عمل‌های حسابی هم نیازی 

ندارند. 

مساله‌ای دربارة ده قلعه. امیر دستور داد جای مستحکمی شامل ده قلعه 
. بسازند و برای دفاع در برابر هجوم دشمن؛ آن‌ها را بعوسیلةٌ خندق‌هایی به هم 
: مربوط کنند. شنلق‌ها؛ باید به صورت پنج خط راست باشند و بر هر کدام 
از آن‌ها. چهار قلعه فرار گرفته باشد. 

مهندسان» نقشه را به شکل یک ستارةٌ پنج‌پر کشیدند. ولی امیر آن را 
نپسندید؛» زیرا همه قلعه‌ها در خط مستقیم حمله از بیرون قرار داشت. او 
می‌خواست» یک یا چند قلعه؛ به وسیلهٌ خندق‌ها از همه‌طرف محاصره و قابل 


. دفاع باشد» به نحوی که دشمن نتواند به آن برسد. 


۳۳۰ 


مهندسان اطمینان می‌دادند که چنین راه‌حلی وجود ندارد؛ امیر هم 
پافشاری می‌کرد که راه‌حل مورد نظر او را پیدا کنند. 
سرانجام؛ توانستند رامحل را پیداکنند» آن‌هم چند 
راء‌حل که از نظر نظامی هم‌ارز نبودند. 
کوشش کنید اين را‌حل‌ها را پیدا کنید. 


حل. مساله را دست‌کم به پنج طریق می‌توان حل کرد. 
در هرکدام از چهار طرح نخست. یکی از قلعه‌ها بین خندق‌های دفاعی 
قرار دارد و در طرح پنجم دو قلعه دارای این مزیت هستند. 


آیا رامحل‌های دیگری برای اين مساله وجود دارد؟ ۲ 
این مساله؛ نمونه‌ای از مساله‌هایی است که در آن‌ها از وضع استقرار 
نقطه‌ها» گفت‌وگو می‌شود. یک انگلیسی که به حل مساله‌های معمایی علاقه‌مند 


۳۹ 


بود و تمام زندگی خود را صرف آن کرد و چند کتاب در این‌باره منتشر کرد 
اطمینان می‌داد که برای حل این‌گونه مساله‌ها؛ هیچ فاعده‌ای وجود ندارد و 
تها از طریق آزمایش می‌توان جواب‌ها را پیدا کرد. 

ار مساله‌ای شبیه مسالٌ ما را هم حل کرده است و برای شکل‌هایی هم 
که به‌دست آورده است؛ تام‌هایی انتخاب کرده است: جواب اول را (که ما در 
اپتدای این داستان؛ ستارةٌ پنج‌پر نامیدیم)» ستاره نامیده است و پنج جواب 
دیگر را به‌ترتیب : قیف» پیکان قیچی. میج و پرگار. 


پرگاد 


او برای حل مساله‌های مربوط به استقرار نقطه‌ها» نها این آگاهی را 
می‌دهد : 


۳ 


دروش‌های ستاره: قیف. پیکان» فیچی» میخ و پرگار را امتحان کنید» 
ولی اگر اين‌ها نتوانستند کمکی.به شما بکنند؛ باید از تیزهوشی خودیاری 
بخواهید و پا در انتظار نیزهوشی دیگران بمانید». 

اين امکان وجود دارد که مسالهٌ مربوط په ده قلعه» جواب‌های دیگری هم 
داشته‌باشد» از شما می‌خواهيم که در این‌باره آزمایش کنید و در صورتی که 
موفق شدید؛ ما را هم آگاه کنید. 

مسالهٌ نیوتون.در دو کتاب قدیمی انگلیسی (مربوط به سال‌های ۱۸۲۱ 
و ۱۸۵۲) که شامل مساله‌های سرگرم کننده است مساله‌ای دربارةٌ وضع 
استقرار نقطه‌ها وجرد دارد. در هر دو کتاب. این مساله» به صورت شعر داده 
شده است؛ که البته شعرها با هم متفاوتند. در کناب نخست؛ این شعر چنین 


است 


تاصواح ما ععععا عصند امه 1 ۵18 تنتون 
(متمعو ج الق افیاز ومد و1 
معط چم مج صذ ۵۵ ععقطه اع1 0و۸ 


ممصد مه عفد [ رعتطا ٩01۷6‏ 


که به این معنا است : 

«من به یاری شما نیاز دارم تا نه درخت را در ده ردیف» طوری بکارم که 
در هر ردیف؛ سه درخت وجود داشته باشد. بگویید چگونه: من چیز بیشثری 
از شما نمی‌پرسم». 

این مساله به نام ایزاک نیوتون (۱۶۴۲ ۰4۱۷۲۷ ریاضی‌دان بزرگ ثت 
شده است و شباهت آن با مسالهٌ قبل روشن است. 

از صورت مساله ظاهرا معلوم می‌شود که به ۳۰ ع ۱۰ .۳ درخت 
نیاز داریم» در حالی‌که تنها ٩‏ درخت داریم. اين به معنای آن است که 
دستکم بعضی از درخت‌ها؛ باید در نقطةٌ برخورد چند ردیف باشند. اين‌گونه 


۳۳ 


نقطه‌ها راء نقطه‌های تقسیم می‌نامیم. می‌توان حساب کرد که چند نقطهٌ تقسیم 
و چگونه نقطه‌های تقسیمی لازم است تا بتوان بتابر شرط‌های مساله؛ عمل 
کرد 

این محاسبه. به جست‌وجوی جواب‌های ممکن؛ کمک می‌کند. 

اگر هر ٩‏ نقطه محل برخورد دو يا سه ردیف باشند» مثل این است 
که ۱۸ یا ۲۷ نقطه داریم و بنابراین نمی‌توانیم جوابی برای مساله پیدا کنیم. 
مساله» وقتی جواب دارد که نقطه‌هایی در محل برخورد چهار ردیف: یا بیشتر» 
وجود داشته باشد. مثلث ۳ درخت در محل برخورد چهار ردیف و ۶ درخت 
در محل برخورد سه ردیف؛ يا ۶ درخت در محل برخورد چهار ردیف و ۴ 
درخت در محل برخورد دو ردیف باشند. تا روی هم ۳۰ نقطه لازم بهءهست 
آید. بنابرلین؛ می‌توان» پشت سرهم حالت‌های ممکن را محاسبه کرد و 
سپس آزمایش کرد آیا این امکان روی صفحه وجود 
دارد یا نه. در این‌جا یکی از جواب‌های مسالة نیونون 
داده شله است. در اين جواب» ۳ نقطه در محل 
برخورد چهار ردیف و ۶ نقطه» در محل برخورد 
سه ردیف قرار دارد. جواپ‌های دیگری را خودتان پیدا کنید. 

مسالا آوئیس کرول. یکی از جالب‌ترین مساله‌ها» در مورد استقرار نقطه‌ها 
بر صفحه. مسالهٌ لوئیس کرول است. ده سکه (یا ژتون) به این ترتیب» چیده 
تن ووجوه 

"۰ ۰:0۰ 

باید تتها ۲ سکه را طوری جابه‌جا کرد که پنج ردیف ۴ سکه‌ای به‌دست 
آید. 

مساله تا ۳۰۰ جواب مختلف دارد. می‌خواهیم تا جایی که ممکن است» 
تعداد بیشتری از جواب‌ها را پیدا کنیم و به‌ویژه: _روشی به‌دست آوریم که به 
کمک آن بتوان؛ این جراب‌ها را جست‌وجو کرد. 


وفوف 


این مساله به شکل‌های مختلف طرح شده است: ولی نه کرول و نه 
دیگران به همه یا تاجایی که ممکن است. به همه چواب‌ها نپرداخته‌اند. و 
روش کلی؛ برای جست‌وجوی جواب‌ها نداده‌اند. 

حل. ۱) می‌توان یک نقطه را از یک ردیف و ۳ نقطه را از ردیف دیگر؛ 
جابه‌جا کرد. با جابه‌جا کردن دو نقطه از هر ردیف» نمی‌توان به پنج ردیف 
چهاز نقطه‌ای رسید. 

۴) سه نقطه راء در ردیف بالا کرت می‌دهيم: بنابراین؛ دو نقطه در 
اين ردیف در جای خود باقی می‌ماند. هر جوابی که از اين وضع به‌دست 
آید» شییه جواب نظیر آن در حالتی است که در ردیف پایین؛ دو نَقطةٌ بدون 
حرکت» باقی-بماند. با توجه به این موضوعء تعداد ساختمان‌هایی که باید 
انجام دهیم نصف می‌شود. 

۳ دو نقطهٌ بدون حرکت را در ردیف بالا» به طریقه‌های مختلف می‌توان 
انتخاب کرد. تعداد اين حالت‌ها برابر است با تعداد حالت‌هایی که می‌توان 
دو چیز را از میان پنج چیز انتخاب کرد (ردیف دو چیزی را که انتخاب 
می‌کنیم» اهمیتی ندارد). به سادگی می‌توان فهمید که اين انتخاب را یه ۱۰ 
طریق می‌توان انجام داد: 

٩,۲۸ ۱,۳۶: ۱,۴: :۵ب‎ ۶ 
۲۱۴ ۲,۵: ۲,۴: ۳,۵: ۵ 

(در کلاس‌های بالاتر می‌خوانید که اين عمل را ترکیب ۵ عنصرء ۲ به ۲ 
گویند و این‌طور محامبه می‌کنند: ۱۰ - چ3 < و0). 

۴( از ردیف پایین می‌توان؛ ال ی وم ور پنجم 
را جایه‌جا کرد بنابراین» هریک از ۱۰ حالت مربوط به ودیف بالا» متناظر با 
۵ حالت از ردیف پایین است و در نتیجه روی‌هم ۰ حالت پیدا می‌شود. 

۵) برای هرکنام از این حالت‌ها؛ دست‌کم یک جواب برای مساله وجود 


۲۳۵ 


دارد. اين جواب به این ترتیب به‌دست می‌آید که هرکدام از دو نقطهٌ ردیف 
بالا را به دو نقطةٌ ردیف پایین طوری وصل کنیم که عط‌های راست به دست 
آمده با یکدیگر برخورد داشته باشند و سپس چهار نقطهٌُ قابل جایه‌جایی را 
در محل برخورد اين خط‌ها قرار دهیم. برای این‌که چنین نقطه‌های برخوردی 
به‌دست آید» کافی است نقطةٌ چپ بالا را به دو نقطهُ راست پایین و نقطةٌ 
راست بالا را به دو نقطةٌ چپ پایین وصل کنیم. در اين صورت» ۴ ردیف 
۴ نقطه‌ای به‌دست می‌آید» علاوه بر آن؛ یک ردیف ۴ نقطه‌ای هم در پایین 


وجود دارد. 
اگر چای نقطه‌هایی را که جابه‌جا شده‌اند با دایره‌های 6 0 3 


توخالی نشان دهیم. ملگ شکل پهلو را به‌دست 
ی 

ین‌گونه جواب را می‌توان در هریک از ۵۰ حالتی که دو نقطةٌ جابه‌جا 
نشده راء در ردیف بالا داریم به‌دست آورد. همین جواب‌ها را هم می‌توان 
برای حالتی که دو نقطهُ جابه‌جا نشده» در ردیف پایین قرار گرفته است 
پیدا کرد. نا این‌جا» ۱۰۰ جواب مختلف به‌دست می‌آید. اين جواب‌ها راء 
جواپ‌های داخلی می‌ناميم به اين مناسبت که نقطه‌های جابه‌جا شده را بین 
ردیف‌های نخستین» قرار داده‌ایم. 

۶ طبیعی است متوجه شویم که جواب‌های مساله» متحصر به جواب‌های 
داخلی نیست. زیرا می‌توانبعضی از نقطه‌های‌جابه‌جا شده‌را درخارج دو ردیف 
نخستین قرار داد. اين جواب‌ها راء جراب‌های مختلط می‌ناميم. برای پیدا 
کردن اين جواب‌هاء باید هر ۵۰ حالتی را که دو نقطةٌ بی‌حرکت در بالا و 
چهار نقطةً بی‌حرکت در پاین داریم؛ بررسی کنیم. برای این ۵۰ حالت» 


۳۶ 


نام‌هایی انتخاب می‌کنيم: 


م۷ و و۷ وو۷ ویت ممط ون ول ونللً یمیظ و... و رد1 


1 0ص اآِ1 
‌ ۰:2۰ 
1 
8 
0 ,1 
پآ ۰۰۰۰ 
1 0 آا"؛ِ1 
نله 
0 117 ۱۱۳ 
وونهو ۲ 1 
020۵9۰ 
91 1۷۰ ۰2:۰۰ 1 
۰۰9۵9 
0م۹1-.«م غ۵ ۷ 90900 11 
۰:0 ۰0:9۰ 


رقم‌های رومی نشان می‌دهد که کدام نقطه را از ردیف پایین جدا کرده‌ايم و 
عددهای ۰۱ ۰.۰.۰۲ ۱۰ (اندیس‌ها) معرف هرکدام از ۰ حالتی است که 
برای جابه‌جا کردن دو نقطهٌ ردیف بالا» وجود دارد. 


۳۷ 


به این ترتیب» هرکدام از نشانه‌های ۰1۱ ۰3۲ .۰.۰.۰ ۰۲۱۰ نمایندة يکي از 
۰ حالت ممکن می‌شود (برای نمونه شکل صفحة قبل را بینید). 

۷) این ۵۰ وضعی که برای نقطه‌ها پیش می‌آید؛ دوبه‌دو سبت به خط 
راستی که از سومین نقطةٌ هر دو ردیف می‌گنرد قرینة یکدیگرند. مثلاً: بآ با 
۰ و ]با »۷] قرینه است و غیره. هر جوابی که برای یکی از حالت‌های 
نقطه‌هاء وجود داشته باشد؛ متناظر با جواب مشابهی برای قرينة آن حالت 


است. 4 
و 99 ۳ 
0۵0 ۰۵ و وه 
وه هن ه ی 
۹ .1۷ 11 
تشر فد 4۰:۰: 


۸ زوج‌های متقارن این‌ها هستند: 


۷۶۶ برع زر۷ رف :۷۰ 10 :۷۷ ربا زو۷ رب ز.:۷ رب 

:1۷ رل :1۷۹ و117 ز,1۷ وولا :۷۱ بمب (۷۲ مب ۷۵ :م1 ۷۲ با 

:1۷ رعبل :1۷۲ رل :۲۷۵ رما :1۷۳ ,بل :۲۷۶ رعل1 زم1۷ ,دا :1۷ ,+11 
16۸ ,ما11 :با ,۲1۲۳ :ما1 ربللا ب.بللل ربلل1 


111 و م11 دارای زوج متقارن نیستند. 
به اين ترتیب باید ۲۶ حالت را بررسی کنیم. هر جواب برآی هرکدام از 
این حالت‌ها» درضمن متناظر است با جوابي که از جابه‌جا کردن ردیف‌های 
بالا و پایین به‌دست می‌آید. 
٩‏ ماهر ۲۶ حالت اصلی مساله کرول را می‌دهيم. برای ۲۴ حالت 
از آن‌ها: زوج متقارن وجود دارد. برای دو حالت ,1 و 7[ جواب زوج‌های 
متقارن آن‌ها 1۷۰ و ۷ هم داده‌ایم. 


۳۲۳۸ 


برای بقیةُ حالت‌ها؛ تنها جواب حالت اصلی داده شده است و خواننده 
باید خردش جواب‌های حالت متقارن آن را پیدا کند. 

۰) در بعضی حالت‌ها: حتا یک جواب مختلط هم پیدانمی‌شود [ 
داخلی» برای همه حالت‌ها» وجود دارد). همه اين حالت‌هاء به این ترتیب 
متن ,بو که اکن ای راشی با جر نظر کي ۵ از عطیهای 
ردیف بالا به هریک از چهار نقطٌ ردیف پایین وصل می‌شود» خطمای موازی 
به‌دست می‌آید و نقطه‌های برخوره داخلی را برای به وجود آمدن در ردیف غیر 
افقی داخلي» تامین نمی‌کند. ب‌اینتئیب» ۱۰۰ جواب داخلی و ۱۸۰ جواب 
مختلط په‌دست می‌آید. البته» این‌ها حداقل جواب‌ها است و جست‌وجوی 
جواب‌فای تازهه ممکن و جالب است. 

" اگر به‌چای نقطه‌ها» از سکه (یا ژتون) استفاده کنیم و فرض کنیم 
که بتوانیم دو سکه را روی هم قرار دهیم» می‌توانيم جواب‌های تازه‌ای به 
دست آوریم. در این‌جاء دو نمونه از این جواب‌ها داده شده است. 

جایی که عدد ۲ را نوشته‌ايم» به معنای آن است که ۲ 09 


دو ژتون روی‌هم قرار گرفته است. ۲ سف 
در شکل اول» پنج ردپف ۴ نتطه‌ای وجود دارد. ۲ 5 
۲) بادآوری: برای این‌که در هر حالت» تمام 59 

جواب‌ها را یبا کیره از تخسین نقطة ربیف بای ٩00‏ 


دو خط راست؛ به همه روش‌های ممکن» به دو لفط پایین وصل می‌کنيم. 
اگر نقطه‌های ردیف پایین را به ترئیب ۰۷ ۲ ۲و ۴ بتامیم حالت‌های زیر 
برای عبور خط‌های راست. از نقطه‌هایبایین وجود دارد: 


۱, ۲: ۱:۳: ۱,۴: ۲,۳۱ ۲,۴: ۳,۴ 


حالت آخر؛ هميشه جواب داخلی را می‌دهد و بقیه ممکن است جواب‌های 
خارجی را بدهند. اگ خطهای موازی پیدا نشود» جوایی برای مساله به‌دست 


۳۳۹ 


می‌آید. بنابراین» حداکثر تعداد جواب‌ها» برابر است با ۵ و همان‌طور که در 
شکل می‌بنید» اين وضع تتها برای حالت‌های ۴[ و ۷۲ وجود دارد. 

۳ نویسندة این مساله چارلز لیرتویج دوجسون (۰)۱۸۹۸-۱۸۳۲ 
استاد ریاضیات در دانشگاه آکسفوود (انگلیس) کتاب‌های زیادی برای بچه‌ها 
به نام لوئیس کرول تالیف کرده است» که به طور گسترده‌ای در تمام جهان 
پراکنده شده است. «آلیس در سرژمین شگفتی‌ها»» یکی از نوشته‌های اوست. 
یکی از منتقدان معاصی کتاب‌هایی را که کرول دربارة بچه‌ها نوشته است؛ 
به این ترتیب» ارزشیایی می‌کند : 

کرول. با استفاده از اندیشه‌های علمی روز 
سیمای ازه‌ای به افسانه‌پردازی داد و گاهی با 
پیش‌گویی» شکل‌های شگفتی‌آور و با مزهای به 
چیزهای معمولی می‌داد. به‌جز این» کرول» یک شاعر 
واقعی است و ترانه‌هاو شعرهای او حتاوقتی 


که محتوی آن‌ها به کلی بی‌معتی است» بسیار ژیبا است». 

متقد دیگری؛ اضافه می‌کند : 

.. هیچ نویسندهٌ انگلیسی دیگر نتوانسته است ملت خود را تا اين اندازه 
پخنداند و برایش شادی بیاورد .4.۰ 

استعداد و تیزهوشی کرول؛ حتا در مساله‌هایی هم که برای دانش‌آموزان 
درست کرده است؛ به خوبی دیده می‌شود. 

این نویسنده» کتاب‌های آلیس خود را برای آلیس لیدل» دختريچة 
هفت‌ساله نوشت که هنوز در سال ۱٩۳۲‏ زنده بود و در جشن صدمین سالروز 
تولد کرول شرکت کرد. دست‌نویس کتاب لیس در سرزمین شگفتی‌ها» در 
روزهای سالگرد آن به مبلغی حدود ۱۰۰۰۰۰۰ تومان فروخته شد و این 
پیشترین میلفی است که تاکنون برای خرید یک کتاب داده شده است. 
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۷۳۵ 


درس دهم 


حل مساله‌های گوناگونی که شبیه آن‌ها را پیش از اين در این کتاب ندیده‌ايم 


مساله‌هايي از کتاب «حساب» 
در سال ۱۷۰۳ پرای نخستین بار یک کتاب 
درسی ریاضی با قطع بزرگ و در ۶۱۲ صفحه " 


ی ان و گر 
| این کتاب با عتوانی ۲۰ سطری با حروف کت 


بزرگ و در دو رنگ چاپ شده بود و با حروفی خیلی ریز که در عنوان مفصل 
کتاب گم بود» آگاهی می‌داد که به‌وسیله لثونتی ماگنیتسکی نوشته شده است. 

این کتاب به دستور پطر اول و بهوسيلة لثرنتی فيليپويج ماگنیتسکی 
(۰)۱۷۳۹-۱۶۶۹ نخستین معلم ریاضیات در روسیه» نوشته شده است. اين 
کتاب ده‌ها سال به عنوان تنها کتاب درسی؛ در کلاس‌ها تدریس می‌شد و 
با وجودی که نام «حساب» را بر خود دارد؛ شامل مقدماتی از جبرء مثلثات و 
هندسه. همچنین کاربرد ریاضیات در دریانوردی هم بود. 


(۳۶ 


قبل از کتاب ماگنیتسکی» ننها کتاب چاپی ریاضیات» کتابی بود که در 
۲ چاپ شلده بود و شامل جدول ضرب همه عددها تا ۱۰۰ < ۱۰۰ 
بود. روشن است که این کتاب» درسی نبود. 

چند مساله را از کتاب «حساب ماگنیتسکی» می‌آوریم. 

مسالةٌ ۰۱ مردی» اسبش را به ۱۵۶ روبل فروخت؛ ولی» خریدار 
پشیمان شد و در حالی که اسب را پس می‌داد» گفت: یک اسب به اين 
قیمت گزاف نمی‌ارزد. فروشنده» پیشنهاد دیگری په خریدار کرد و گفت: اگر 
به نظرت می‌رسد که قیمت اسب گران است. تو تنها میخ‌های نعل‌های اسب 
را بخر و خود اسب را به عنوان هدیه قبول کن. در هر نعل اسب من ۶ میخ 
وجود دارد؛ بابت میخ اول ِ کویک به من بده» بابت میخ دوم ٍ کویک» 
بابت میخ سوم ۱ کوپک بابت میخ چهارم ۲ کویک و به همین تریب‌تامیخ 
آخر. .مرد خریدار که گمان می‌کرد: همه این 
مبلغ به زحمت به ۱۰ روبل می‌رسد؛ با پيشنهاد 
فروشنده موافقت کرد. خریدار» از اين بابت چقدر 
توائسته است چانه بزند؟» (هر روبل پرابر ۱۰۰ 
کویک است). 

حل. خریدار» ینابر فرض مساله باید برای خرید اسب» به‌اندازه 


۱ 
کوپک بپردازد. داریم : 
۲۳۲-۱ ۶ ۲۲۲+ ...+ ۲۲۲۲ ۱+۲4 


برای حل این مساله و مساله‌های شبیه آن» می‌توان از جدول مقادیر 
توان‌های ۰۲ استفاده کرد» و ما این جدول را در این‌جا می‌آوريم. 


روف 


ما مت مت ام هد مه و ص 


میم یی تم میم من من مت مب 
ما ما سا مت چا مد ما و ی وا سا کت 


5 ۰ 
4 


۳۳۸ 


۶۴ 

۱۳۸ 

۵۶ 

2 
۱۰۴ 
۱۰۳۸ 
۰۹۶ 
۸۰/۹۲ 
۱۶۳۸۴ 
۳۷۶۸ 
مارزه(2۰ 
۱۱۳۱۰۷۲ 
تقاقمهی 
۸۸ 
۱۹۹۹۷۶ 
رزرلفنخکا 
ٌ۱۹۳۰--+ 


(+۶۷۹۷ ۹۹ ۹ ۶ 


از جدول دیده می‌شود که 
۳ << ۱ - ۲۲۳۲ 


برای اسب» پاید 1۱۱۹۳۳۰۳ کرپک به جای پیشنهاداولیف ۱۵۶ روبل» 


پرداعت شود. در وافع خریدار این‌قدر ضرر کرده است: 
(کویک) ۳ ۴۳۱۷۳۸۷ ۱۵۶ ۳ ۴۱۹۳۳ 
۳ وه 3 
کیپی) ۲ ۴ 


به کمک جدول توان‌های دو که در اين‌جا آوردیم» می‌توانيم مسالةٌ مربوط 
به پاداش درخواستی مخترع افسانهای بازی شطرنج را حل کنیم. ار خواسته 
پود که در خانه‌های صفحهٌ شطرنج به ترتیب ۱: ۰۲ ۴ ۰۸ ۱۶ ۳۲ دانة 
گندم بگذارند و به همین ترتیب» تا خانه‌ها تمام شود. روشن است که تعداد 
کل دانه‌های گندم چنین است: 


۲۶۲ ۲۲ ...۲۲4۲۲4۲۲۰ ۱+۲4 
۵ تست 


برآورد کرده‌اند که اين مقدار گندم برابر است با محصول گندم ژمینی که ۲۸ 
پرابر تمام خشکی‌های زمین» مساحت داشته باشد. 

مسالهٌ ؟- عددی پیدا کنید که در تقسیم بر ۲ به باقی‌ماند؛ ۱» در تقسیم 
پر ۳ به باقی‌ماندةٌ ۰۲ در تقسیم بر ۴ به باقی‌ماندة ۳ و در تقسیم بر ۵ به 
باقی‌ماندة ۴» برسد. 

حل. عددی را پیدا می‌کنیم که یک واحد از عدد مجهرل بزرگتر باشد. 
این عدد جدید؛ بر ۰۲ ۳ ۴ و ۵ بخش‌پذیر است و بنابراین مضرب مشترک 
آن‌ها است. کوچکترین مضرب مشترک عددهای ۰۲ ۳: ۴ و ۵ برابر است با 
۰ و در نتیجه عدد مجهول: برابر است با ۰۵٩‏ 


لففا 


از این‌گونه عددهاء به کمک رابطةٌ زیر می‌توان هر چندتا که بخواهیم» 
پیدا کرد : 
۶۰-۱ 2< ۶ 


که در آن به‌جای ‏ می‌توان هر عدد طبيعی دل‌خواه قرار داد. 
۱ مسالهٌ ۳ کی از معلمی پرسید چند دانش‌آموز داری» چرن می‌خواهم 
پسرم را نزد تو بفرستم. معلم پاسخ داد: اگر من باز هم به همین اندازه 
که دانش‌آموز دارم» می‌داشتم و اگر نصف و یک‌چهارم آن‌چه که دارم با پسر 
تو به دانش‌آموزانم اضافه می‌شود» روی هم صد دانش‌آموژ داشتم. این معلم 
چند دانش‌آموز دارد؟ 

حل. ماکنیتسکی, اين مساله را به طریق دوفرضی حل می‌کند. 

قرض می‌کنیم» تعداد دانش‌آموزان ۲۴ باشد. بنابر شرط مساله. باید به 
این عدد» خودش» نصف آن و یک‌چهارم آن و سپس یک واحد را اضاقه کرد 


به دست می‌آید : 
۷ 2 ۱+ ۶+ ۱۲+ ۲۴ +۲۴ 
یعنی به اندازهٌ ۳۳ < ۶۷ - ۱۰۰ نفر کمتر از آن‌چه که مساله گفته 
است. عدد ۲۳ را» «نخستین انحراف» می‌نامیم. 


حالاء برای بار دوم فرض مي‌کنيم که تعداد دانش‌آموزان مساوی ۳۲ 
باشد. در این صورت به دست می‌آید : 


۳۲ ۰+ ۳۲ +۱۶ + ۸4۱-٩ 


یعنی به اندازةٌ ۱۱ < ۸٩‏ - ۰ نفر کمتر» اين «انحراف دوم» است. 
در حالتی که هر دو فرض کمتر از آن‌چه ساله داده است. درآید اين 
قاعده داده می‌شود : مقدار فرضی اول را در انحراف دوم و مقدار فرضی دوم 


۱۵۰ 


را در انحراف اول ضرب می‌کنیم» حاصل‌ضرب کوچکتر را از حاصل‌ضرب 
بزرگتر کم می‌کنیم و تفاضلی را که بمدست می‌آید بر اختلاف دو اتحراف» 
تقسیم می‌کنيم : 
۶۳۳-۲ ۳۲۲ 
۶ سس 
۳۳-۱ 
تعداد دانش‌آموزان برابر است با ۳۶. 
در حالتی هم که هر دو مقدار فرضی بزرگتر از آنچه که مساله داده 
است؛ درآید» به همین ترتیب باید عمل کرد. مثلاً: 
فرض اول : ۰۵۲ 
۴ - ۱ + ۱۳ + ۲۶ + ۵۲ + ۵۲ 


به‌اندازٌ ۴۴ < ۱۰۰ - ۱۴۴ نفره بیشتر به‌دست می‌آید. این نخستین 
انحراف است. 
فرض دوم: ۴۳۰. 
۱ ح- ۱ 4 ۱۰ ۲۰٩‏ +4 ۴۰ ۲۰4 


بهائازةٌ ۱۱ < ۱۰۰ - ۱۱۱ نفرء بیشتر به‌دست می‌آید این دومین 
اتحراف است. ۱ 

۱ ۲ - ۴۴ « ۰ 
و ۲ 

ولی» اگر یکی از فرض‌ها بیشتر و دیگری کمتر از آن‌چه مساله گفته 
است؛» درآید» باید در محاسبه‌های بالا» به‌جای تقاضل» مجموع را در نظر 
گرفت. مثلا: 

فرض اول : ۶۰ 


۶ 41۶۰ 4+ ۳۰4۱۵ + ۱ -< ۶ 


نی 


به ائدازهٌ ۶۶ ع< ۱۰۰ - ۱۶۶ نفر بیشتر به‌دست می‌آید: نخستین 
انحراف. 
فرض دوم: ۳۲۰. 


۲۵ ٩4۲۰ +۱۰: ۵+۲۱ 2 ۶ 


به اندازُ ۴۴ ع< ۵۶ - ۱۰۰ نفر کمتر به‌دست می‌آید: دومین اتحراف. 


۲۰۱۶۶ + ۴۴ ۶ و۶ 
۰ ۴ د ۶۶ 


۳۶ 


ماگنیسکی. دلیل اين روش در فرضی خود را نمی‌آورد» ولی خواننده 
می‌تواند خود آن را پیدا کند. 

مسالةٌ ۴. مردی کارگری را برای یک سال اجیر کرد و وعده داد که ٩۲‏ 
روبل و یک قبا به او بدهد. ولی» کارگر بیش از ۷ ماه نتوانست کار کندٌ و 
درنتیجه ۵ روبل و تبا را بابت مزد خرد دریافت کرد. قیمت قبا چقدر است؟ 

حل. کارگر؛ باید در هر سال ۱۲ روبل و یک قبا بگیرد؛ بتابراین مزد 


1 
هر ماه او یک روبل و چ> ارزش قبا و در ۷ ماه ۱ 
۳ 
۷ رویل و > ارزش قبا می‌شود. کارگر؛ به‌جای اين 3 


مقدار ۵ رویل و تمام قبا(یعنی 3۳ آن) را گرفته 


وزی 


فا ۳ 
به اين ترتیب» <7- قبا» ۲ رویل می‌ارزد و تمام قبا 


مسالة ۵. مردی؛ یک بتری بزرگ نوشابه را در ۱۴ روز می‌خورد و اگر 
همسرش هم با او شرکت کند بتری نوشابه ۱۰ روزه تمام می‌شود. اگر زن 
به تتهایی از نوشابه استفاده کند. تا چند روز آن را تمام می‌کند؟ 

۱ ۱ 

حل. مرد در هر روز چ- نوشابه بتری و با همسرش ۲ نوشابه بتری را 
ی ۳ ۱2 ۱ 
می‌خورد» زن به تتهایی در هر روز به اندازة چپ < چ> - مس نوشابه بتری 
را می‌آشامد و بنابراین تمام آن را در ۳۵ روز تمام می‌کند. 

مسالاً سی. آ. راچینسکی. شما احتمال نقاشی ن. پ. باگدانو (۱۸۶۸ 
- ۱۹۳۵) را به نام «محاسبةٌ شفاهی» دیده باشید. 

در اين نقاشی» درسی مربوط به حل شفاهی مساله‌ای 

داده شده است که در مدرسهةٌ روستایی از بخش 
اسمولنسک: طرح شده بود. در اين مدرسه» در سال‌های 
۰ سد؛ُ گذشته. سرگی آلکساندروویج راچیسکی. 
تدریس می‌کرد. نقاش» دانش‌آموز همین مدرسه بوده 
است و در نقاشی خود» راچینسکی را تصویر کرده است. راچینم 

س. آ, راچینسکی (۰)۱۹۰۲-۱۸۲۳ نمونه‌ای از مردان با فرهنگ سددةٌ 
گذشته بود. او» دکتر در علوم طبیعی و استاد گیاه‌شناسی در دانشگاه مسکو 
بود آثار داروین را به زبان روسی ترجمه کرد و با بسیاری از مردان مشهور 
زمان خود آشنایی داشت (لیست موسیقی‌دان لاسال» سوسیالیست آلمانی» 
کووفیشر فیلسوف و دیگران). او در سال ۰۱۸۶۸ مقام استادی خود را 
رک کرد» مدرسه‌ای برای بچه‌های روستایی باز کرد و خود در آن به تلریس 


۵۳ 


پرداخت. برای این منظور» او می‌بایست از عهدهٌ امتحان مربوط به صلاحیت 
آموزگاری برآید!. 

ذر نقاشی باگدانوء نشان داده شده است که چگونه همه دانش‌آموزان به 
حل مساله» جلب شدهاند. یادداشت خود راچینسکی هم گواه بر این است که 
چگونه دانش‌آموزان مدرسةٌ اوء علاقه‌مند به حل مساله بودند. فمن تتوانستم یه 
تمرینی دربارةٌ محاسبة فکری پپردازم» چیزی که تا آن زمان برای آن‌ها معمول 
نبود» در حالی که شوق واقعی در آن‌ها به وجود آمده بود ... گاهی گروه‌های 
جداگانه و گاهی هم با هم از من می‌خواستند که به مساله‌های فکری بپردازم 
... یک روز که به هرکدام از شاگردان خود یک مسالهةً محاسبه‌ای داده بودم؛ 
چنان به سرعت جواب‌ها را به من برگرداندند که یه زحمت می‌توائستم در 
نوشتن مساله» به آن‌ها برسم. مسابقةٌ سرعت درگرفته بود. 

در لحظه‌هایی که ناامید شده بودم فکری به خاطرم رسید و تقسیمی 
بدون باقی‌مانده» درست کردم. شادی بچه‌ها مرزی نداشت ...۰ 

حالا به مساله‌ای بپرداژيم که بر تخته سیاه نوشته شده بود: 

۱۰۲ + ۱۱۲+ ۱۲۲ ۱۳۲ + ۲ 
۳۶۵ 


این عددها به طور تصادفی انتخاب نشده‌اند و نتیجه را هم تباید با 
عمل‌های عادی به دست آورد. در مساله» مضمون زیبا و ژرفی وجود دارد که 
حتا دانش‌آموزان کنجکاو و هوشمند هم با تامل زیاد می‌توانستند به آن پی 
ببرند. 

محاسبه نشان می‌دهد که 


۱۰۲ + ۱۱۳ +۱۲۲ -- ۳۶۵, ۱۳۲ + ۱۴۲ - ۶۵ 


۱- راچیدسکی در زمان تدریس ریاضی در دبستان» کتاب‌های زیادی نوشته است؛ 
۱ مساله برای محاسبه‌های فکری سرگرمی‌های عنلسه و غیره. 


۵۴ 


به زبان دیگر» مجموع توان‌های دوم سه عدد پشت سر هم (۰۱۰ ۱۱ 
و ۱۲) پرابر با مجموع توان‌های دوم دو عدد. پعدی آن (۲۳ ی.۱۴) شده 
است. به طور طبیعی؛ پرسشی پیش مي‌آید: آیا باز هم می‌توان سه عدد 
طبیعی پشت سر هم پیدا کرد؛ به نحوی که مجموع توان‌های دوم آنها» برایز 
باشد با مجموع توان‌های دوم دو عدد طبیعی بعد از آن‌ها؟ 

به اين پرسش. به سادگی می‌توان پاسخ داد. 

فرض می‌کنیم» چنین عددهایی وجود داشته باشد: 

۴(۳ + +۳۲ + < ۲(۲ + + ۱(۳+ع) + او 
بعد از باز کردن پرانتزها» به اين تساوی می‌رسيم : 

۳۵۲ +۶۰ + ۵ - ۲۵۲ + ۱۴۸ +۲۵ 


و یا 


هد 0-۲۵ - و 
آیا عدد طبیعی 2 وجود دارد که در این معادله صدق کند؟ پاسخ به این 
پرسش را حتا بدون آگاهی از روش حل معادلةٌ درجه دوم» می‌توان داد. 
سه جمله‌ای ۲۰ - ۸ - 2۳ را تجزیه می‌کنيم : 
۲۰ - ۲ + ۱۵ - آو < ۲۵۰ - ۸ - آ 
(۲ + ۱۰()8 -) < (۱۰- )۲ + (۱۰- )7 
سه‌جمله‌ای ۲۰ - ۸ - ۲ تنها وقتی برابر صفر می‌شود که یکی از 


دو عامل ۱۰ - یا ۲ + 0 برابر صفر شود یعنی ۱۰ < « یا ۲- ع< 7 
باشد. به این ترتیب» ریشه‌های معادلهٌ 


اد ۲۵ وا آوو 


۲۵۵ 


عبارت است از دو عدد ۱۰ و ۷-. 


تنها سه عدد طبیعی که مجموع توان‌های دوم آن‌ها؛ برابر با مجموع 
توان‌های دوم دو عدد طبیعی بعد از آن باشد» عبارت است از ۰۱۰ ۱۱ و 
1۳ 

به همین ترتیب» می‌توان به اين پرسش پاسخ داد: آیا چهار عدد طبیعی 
پشت‌سر هم وجود دارد که مجموع توان‌های دوم آن‌ها» برایر باشد با مجموع 
توان‌های دوم سه عدد بعد از آن؟ به زبان دیگر؛ آیا عدد طبیعی 7 وجود 
دارد» به نحوی که در معادلةٌ زیر صدق کند: 


(۳ +م) + ۲(۲ +ه) +۱۳ +4ع) +4 ۲ 
۶(۲ + ه) + ۵(۲ +ع) + ۲(۲ +ع)- 


این معادله بعد از ساده کردن» چنین می‌شود: 
م ج ۶۳ - ۱۸۵ ت 7 
سه‌جمله‌ای ۶۳ - ۱۸۷ - 1۲ را می‌توان به این ترتیب» تجزیه کرد : 


۶۳ - ۳ +4 ۲۱ - آو < ۱۸۵-۶۳ - و 
(۳ +)(۲۱ - ) ع< (۲۱ - )۳ + (۲۱ - )7 < 


از این‌جا دیده می‌شود که ریشه‌های معادلةٌ 
ت ۴۲ 
ه عح ۶۳ - ۱۸ - و 


عبارت است از ۲۱ و ۳-. تنها عدد طبیعی که به پرسش ماء پاسخ می‌دهد» 
عبارت است از ۲۱. 


۲۱۲ + ۲۲۲ + ۲۳۲ + ۲۴۲ - ۲۵۲ + ۲۶۲ + ۷۲ 


وزیا 


یادآوری. اگر گفت‌وگوی ما تنها بر سر عددهای طبیعی نباشد و هر عند 
درست (مثبت» منفی و يا صفر) را بپذبريم» پاسخ دیگری هم برای پرسش 
خود در هر دو حالت پیدا می‌کنيم که در واقع» ناشی از وجود جواب دوم 
معادله است: 


)-۷( + )-۱( + ۰۲ - ۱+ 
)-۳( + )-۷( + )-۱(۲ + ۲ ۱ 


مسالهای مربوط به حرکت. اتوبوسی بین شهرهای ۸ و 7 از روی یک 
بلندی می‌گذرد. اتوبوس در سریالایی» سرعتی برابر ۲۵ کیلومتر در ساعت 
و در سرازیری ۵۰ کیلومتر در ساعت دارد. توبوس از ۸ به 3 را در ۴3 
ساعت و از 2 به ۸ را در ۴ ساعت طی می‌کند. 


می‌خواهيم با ررش حسابی» فاصلاٌ بین ۸ و و همچنین فاصلة تا 
بالاترین نقطةٌ بلندی را پیدا کنیم. 

دانش‌آمرزی» مساله را به اين ترتیب حل کرد: 

طرح سیر بین شهرهای ۸ و 7 را» رسم می‌کنيم. نقطةٌ 67 نقطهٌ گردنه 
را مشخص می‌کند. 

روشن است که فاصلهٌ بین ۰027 از فاصله ۸02 بزرگتر است» زیرا 
مسافرت از ظ به 4 بیشتر از مسافرت از ۸ به 7: طول می‌کشد. 

از نقطةٌ 6+ فاصلةٌ 212 را برابر ۸467 جدا می‌کنيم. اتوبوس؛ برای مسیر 
رن + لش وقتی که از ۸ به 73 می‌رود» و برای مسیر 0۸ + 120 
وقتی که از ق به ۸ می‌روده به یک اندازه وفت صرف می‌کند. اختلاف بین ۴ 


۵۷ 


ساعت و ۳ ساعت یعنی ‏ ساعت مربوط به آن است که وقتی اتونوس از 
۸ به 7 می‌رودهفاصلة 2 را پا سرعت ۰ کیلومتر در ساعت و وقتی که 
از 7 به 4 می‌رود» همین فاصله را با سرعت ۲۵ کیلومتر در ساعت» طی 


می‌کند. در حالت اول» برای این فاصله به اندازهٌ 1 ساعت و در برگشتن 
ی لاظ ۳ ‌  (‏ (ظ] 
به اندازة ۳۵ ساعت» وقت صرف می‌کند. بنابراین؛ مت - سوت یعنی 


ط ساعت» همان اختلاف زمانی است که اتوبوس: برای عبور از (21 


۳ صرف می‌کند. بتابر فرض مساله؛ اين اختلاف زمان پراپر 
۱ 1 ۱ 
است با >> ساعت» در نتیجه > < حدم" و يا ۲۵ < (131 کیلومتر 
سپس دانش‌آموز» این‌طور استدلال کرد : 
اتوبوس فاصلةٌ ( تا 4 را در ۳ ساعت طی می‌کند» زیرا برای عبور از 
8 به ۰1 یک ساعت رقت لازم است. 
فاصلةٌ 76 با سرعت ۲۵ کیلومتر در ساعت و فاصلهةً مساوی آن ۸ 0 
با سرعت ۵۰ کیلومتر در ساعت» طي می‌شود. بنابراین» سرعت حرکت» 
۵ ك یعنی ۳۷۹ کیلومتر در ساعت می‌شود. 
از اين‌جا می‌توان نتیجه گرفت که اتوبرس در ۳ ساعت» با سرعت 
۱ ۱ 
متوسط ۳۷ کیلومتر در ساعت؛ روی‌هم ۱۱۳ کیلومتر طی می‌کند. 
درنتیجه فاصلهٌ از 4 تا 7 چنین می‌شود: 


۱ ۱ 
(یلومتر) ,۱۳۷۲ < ۲۵ + ۱۱۲۲ 


چون 61 < ۸0 فاصلةً ۸0 ابر نصف ۱۱۲ کیلومتر» یعنی 


۳ 1 ۱ 1 ۱ 

۵۶ کیلومتر و فاصلة 013 برابر ۸۱5 کیلومتر می‌شود. ولی وقتی که 

دانش‌آموز جواب‌هایی را که به دست آورده بود» آزمایش کرد» دچار شرمندگی 
19 ۱ ۳ 

شد. اگر فاصلهُ ۸0 برابر ۵۶ کیلومتر باشد» برای عبور از آن (وقتی که 


۳۵۸ 


اتوبوس از ۸4 به 22 می‌رود) با سزعت ساعتی ۲۵ کیلومتر» بیش از ۲ صاعت 
طول می‌کشد. بعد برای عبور از ) به 3 با سرعت ساعتی ۵۰ کیلومتر 
پیش از ۱3 ساعت طول می‌کشد» زیر فاصلة 0 پرابر ۸۱5 کیلومتر است. 
به این ترتیب» برخلاف فرض» مسافرت اژ ۸ به ۰9 بیش از سس ساعت؛ 
وقت لازم دارد. 

به همین مناسبت» دانش‌آموز به جبر رو آورد و جواب را به کمک معادله. 
به دست آورد. فاصلة ۸6 را به 2 و فاصله 13 را به ۰8 نشان می‌دهیم» 
باید داشته باشیم : 


۵ ح با +4 ۲2 

۰ << ۲۷ + 2 
که از آن‌جا به دست می‌آید: 

۷۵ < لب ,۵۰ < 5 


و آزمایش هم: نشان می‌دهد که اين جواب‌ها: درست است. 
اشتباه دانش‌آموز» وقتی که با روش اول حل می‌کرد. در کجا است؟ 


این اشتباه» در تعبیر نادرسی است که از «سرعت متوسط» کرده است. 


۲۱۵۹ 


سرعت متوسط عبارت است از عددی که از تقسیم تمام راه بر زمانی 
که طول می‌کشد تا این راه طی شود؛ به دست می‌آید. 

وقتی اتوبوس از کوه بالا می‌رود» سرعتی برایر ۲۵ کیلومتر در ساعت 
دارد. در مسالهٌ ما: فاصل 462 (سریالایی) با فاصلاٌ (1/) (سرپایینی) برابر 
است» ولی سرعت در سرپاییتی دو برایر سرعت در سرپالایی است. ۲۵ 

۱ 
کیلومتر سربالایی در یک ساعت و ۲۵ کیلومتر سرپایینی در > ساعت طی 
۱ 

می‌شود؛ بنابراین ۵۰ کیلومتر را» اتوبوس در ج۱ طی می‌کند؛ یعنی سرعت 


متوسط اتوبوس به اين ترتیب به دست می‌آید : 


۱۰۰ 
تر در ساعت) مش د - : ۵0 
(کیلوتر در ساعت) شْ - ۲ 


۱۰۰ 


۳ » یعنی ۱۰۰ کیلومتر راه 
می‌رود که همان فاصلة 0۸ + 126 است. چون این دو فاصله» یکی است؛ 
۰ ع< )۸ کیلومتر و 91 + ([ مساوی ۵ کیلومتر می‌شود. 


در ۳ ساعت» اتوبوس به اندازهُ ۳ « 


مساله تقسیم سیب. مامان هم سیب‌هایی را که داشت. بین سه فرزندش 
تقسیم کرد. به اولی نصف تمام سیب‌ها به اضافةٌ نصف یک سیپ را داد؛ 
به دومی نصف باقی‌ماند؛ٌ سیب‌ها به اضافاً نصف یک سیب و بالاخره به 
سومی ثصف باقی‌ماند؛ سیب‌ها به اضافة یک نصف سیب. یرای اين منظور» 
هیچ‌کدام از سیب‌ها» نصف نشد و سیبی هم برای مامان باقی نماند. به هر 


فرزند چند سیب رسیده است؟ 


حل. هم‌تعداد کل‌سیب‌ها رهم سیب‌های‌باقی‌مانده»بعد ازآن‌که‌سهم اولی 


۲۶۰ 


و یا دومی داده می‌شود» باید عددی فرد باشد. زیرا» در 6 
غیر این‌صورت: تعداد سیب‌هایی که بچه‌ها بمدست می‌آورند 

عددی درست نخواهد شد (بنایر شرط مساله» هیچ‌کدام از ق‌ 
سامت هد امت)رست تییما بات در 7 92 
و نصف یک سیب (سهم سرمی). تنها می‌تواند یک سیب 

باشد؛ و همین یک سیب. باقی‌ماندةٌ دوم است. اگر این ی 
باقی‌ماندة دوم برابر ۳ پا ۵ یا عدد فرد دیگری غیر از ۱ باشد» 3 


1 ی ۱ ۳ 
نصف این باقی‌مانده» برابر ولد ی و غیره می‌شود. در این صورت وفتی 


"که 3 سیب به آن اضافه کنیم» سهم فرزند سوم برابر ۲ یا ۳ سیب و غبره 
می‌شود و در نتیجه ۰۱ ۲ یا بیشتر سیب برای مامان باقی می‌ماند» که با فرض 
مساله. سازگار نیست. بنابراین؛ باقی‌ماندهٌ دوم برابر است با ۱ سیب. نصف 
این باتی‌مانده و بهاضافةٌ نصف یک سیب. همان ۱ سیب می‌شود که سهم 
فرزند سوم است. 

وقتی که باقی‌ماندهٌ دوم برابر ۱ سیب باشد. این باقی‌مانده وقتی به دست 
آمده است که به فرزند دوم» نصف یک سیب و نصف باقی‌ماندة اول داده 
شده است؛ بنابراین؛ باقی‌مانده اول مساوی ۳ سیب بوده است و فرزند دوم 
نصف این ۳ سیب به اضافه نصف یک سیب یعنی روی‌هم ۲ سیب را 
دریافت کرده است. 

باقی‌مانده اول» برایر ۳ سیب است. این ۳ سیب عبارت است از نصف 
تمام سیب‌ها که از آن‌ها نصف یک سیب هم برداشته شده باشد. یعنی؛ نصف 
تمام سیب‌ها برایر ۶ و تمام سیب‌ها برابر ۷ می‌شود. 

تصف ۷ سیب به اضافةً تصف یک سیب سهم فرزند اول می‌شود: 


ری 


۳ سیب باقی می‌ماند (باقی‌ماند؛ اول)- فرزند دوم» نصف این باقی‌مانده 
بعاضافةٌ تصف یک سیب را می‌برد: 
۲ ۱ ۲ 
۲۳ 
۱ سیب بافی می‌ماند (باقی‌ماندةٌ دوم)؛ سهم فرزند سوم نصف این 
باقی‌مانده به‌اضافةٌ نصف یک سیب است: 


۱ 


9 2 
۳ 


۱ 

سه فرزند روی‌هم ۱+ ۲ + ۴ یعنی ۷ سیب می‌گیرند که شامل تمام 
سیپ‌های مامان است و بنابر شرط مسالی هيچ‌کدام از سیب‌ها هم تفسیم 
نشله‌اند. 

مسالهای دربارة منتقل کردن وقم آخر یک عدد به اول آن. رقم آشر یک 
عدد برابر است با ۰۷ اين رقم را از آن‌جا برداشته‌ايم و به ابتدای عدد در 
سمت چپ و جلو بقیهٌ رقم‌ها گذاشته‌ايم. عددی که به‌دست آمده است» ۷ 
برابر عدد قبلی شده است. عدد اصلی را پیدا کنید. 

حل. وقتی رقم آخر عدد را به اول آن منتقل کنیم» عددی به دست 
می‌آید که رقم اول آن برابر ۷ و رقم آخر آن برابر ٩‏ است» زیرا اگر عدد اصلی 
را که به ۷ ختم شده است» در ۷ ضرب کنیم» عددی به دست می‌آهد که رقم 
سمت راست آن برابر ٩‏ می‌شرد. در نتیجه. همین ۰٩‏ رقم دهگان عدد اصلی 
هم خواهد بود. 

به اين ترتیب» دو رقم آخر عدد اصلی» برابر است با ۹۷. عدد جدید از 
این راه به دست می‌آید که عدد اصلی را در ۷ ضرب کنیم» درضمن: رقم‌های 
حاصل‌ضرب همان رقم‌های عدد اصلی و به همان ردیف‌اند. ضرپ باید تا 
آن‌جا ادامه پیدا کند که در حاصل‌ضرب» رقم ۷ (به عنوان نخستین رقم سمت 


۶۲ 


چپ) پیدا شود. آخرین دو رقم عدد اصلی برابر ٩۷‏ و آخرین رقم عند جدید 
پرایر ٩‏ است. عدد اصلی را در ۷ ضرب می‌کتيم : ۴۹ < ۷ < ۰۷ ٩‏ همان 
رقم دوم عدد اصلی از سمت راست است؛ ۴ را در ذهن نگه می‌داريم؛ 
٩ < ۳‏ « ۸۷ ۶۷ - ۴ + ۶۳: ۷ رقم سوم عدد اصلی است. ۶ را در 
ذهن نگه می‌داريم ۴۹ - ۷ >« ۷؛ ۵۵ < ۶ + ۰۴۹ ۵ رقم چهارم است و 
غیره. 

هر رقم عدد اصلی از راه همین ضرب به دست می‌آید: امین رقم از 
سمت راست در این عدد عبارت است از (۱ --7) امین رقم در حاصل‌ضرب 
به اين ترتیب» ۰٩‏ که رقم دوم عدد اصلی است؛ رقم اول عدد جدید خواهد 
شد. سرمین رقم عدد اصلی (یعنی ۷) همان رقم دوم عدد جدید است» 
چهارمین رقم عدد اصلی (یعنی ۰4۵ سومین رقم عدد جدید است و غیره. 
درنتیجه» این عددها به‌دست می‌آید : 


عدد اصلی: ۱۰۱۴۴۹۲۷۵۳۶۲۳۱۸۸۴۰۵۷۹۷ 
عدد جدید: ۲۳۱۸۸۴۰۱۵۷۹ ۷۱۰۱۴۴۹۲۷۵۳۶ 


عدد مجهول را می‌توان با تقسیم عدد دوم بر ۰۷ پیدا کرد. می‌دانیم که 
عدد دوم با رقم ۷ شروع و به رقم ٩‏ ختم می‌شود و درضمن ۷ برابر عدد 
مجهول است. به‌جز اين می‌دانیم: نخستین رقم خارج قسمت (که همان عدد 
مورد نظر ماست) ؛ دومین رقم مقسوم است و تقسیم باید تا آن‌جا ادامه یابد که 
باقی‌مانده‌ای برای تقسیم نماند و درضمن رقم آخر خارج‌قسمت هم مساوی 
۷ باشد. 

به این ترتیب» عمل می‌کنيم : 

عدد جدید با ۷ شروع می‌شود بنابراین در تفسیم بر ۰۷ نخستین رقم 
خارج قسمت: ۷: ۰۷ یعنی ۱ می‌شود. همین ۰۱ دومین رقم از سمت چپ 
در مقسرم است. وقتی که ۱ را بر ۷ تیم کتیم» خارج قسمت برابر * 


۶۳ 


و باقی‌مانده برابر ۱ می‌شود؛ بنابراین دومین رقم خارج قسمت؛ و همچنین 
سومین رقم مقسوم برایر * است. حالا باید ۱۰ را بر ۷ تقسیم کنیم (۱ 
در ردیف دوم از سمت چپ باقی‌مانده بود و صقر را هم در ردیف سوم 
مقسوم» به دست آورده بودیم)» خارج قسمت مساوی ۱ و باقی‌مانده مساوی 
۳ می‌شود. یعنی» سومین رقم خارج قسمت (که همان عدد مورد نظر است) 
"و چهارمین رقم مقسوم برابر ۱ است» به همین ترتیب» از تفسیم ۳۱ بر ۰۷ 
خارج قسمتی برابر ؟ و باقی‌مانده‌ای برابر ۳ به دست می‌آید» چهارمین رقم 
خارج قسمت و پنجمین رقم مقسوم برابر ۴ است. اگر تقییم را به همین 
ترئیب ادامه دهیم تا به باقی‌مانلة صفر و رقم آحر ۷ خارج قسمت برسیم» 
داریم : 
۷ ۷۱۰۱۴۴۹۲۷۵۳۶۲۳۱۸۸۴۰۵۷۹ 
٩ ۱۶ ۸ (۱ (‏ ۱۰ 
۸ ۲۲ ۵۲ ۳۱ 
۰ ۱۳ ۳۷ ۳۴ 
۵ ۶۱ ۲۵ ۶۴۲ 


۱ ۴۳ ۵۸ ۷ 
۱ ۲ 9۹ 


برای پیدا کردن عدد» به اين ترتیب هم می‌توان استدلال کرد (برای 
بزرگ‌ترها) : 
فرض می‌کنيم» عدد مورد نظر» چنین باشد : 
7 ۱ 
در این صورت» عدد جدید چنین می‌شود : 
ز ۵‏ ۱۱ و ۱ بو + ۷۱۰۳ و۷ 


۱۵ ۵ رن ۱۵ ۲ و ۱۱ ۱ ۷ ۷۰۵ 


وف 


٩ 2 ۷,‏ ۱۰۳ ۷ 
۷ 
علدی درست (۱- ۰)۱۰۴ 2 2 2 ج (۱ - ۷۱۰۴ < ۶۹2 


بتابراین داریم : 


این می‌ماند که عدد ۱۱۱۰۰۰ را بر ۲۳ تقسیم کنیم تا آن‌جا که باقی‌مانده برایر 
صفر شود. عددی را که بمدست می‌آید در ۳ < ۷ ضرب می‌کنيم تا عدد مورد 
نظر به‌دست آید. 


۶۵ 


زترحه 


ما مساله‌هایی را حل کردیم. 

دربارة بسیاری از آن‌ها» در برخورد اول به نظر می‌وسید که با روش‌های 
معمولی قابل حل نبستند. با وجود اين» آن‌ها را حل کردیم و ديدیم برای این 
منظورء به نظریه‌های تازه و یا به قانون‌های خاصی نیاز نداشتیم» کافی بود» 
عمل‌های عادی حساب را بشناسیم و دربارهةٌ هر مساله» کمی فکر کنیم. 

ماکسیم گورکی. در سال ۱٩۳۴‏ از بچه‌ها پرسید: چه نوع کتاب‌هایی 
می‌خواهند داشته باشند۴ 

از میان چندهزار پاسخی که به این پرسش داده شده بود» گورکی به‌ویژه 
اين پاسخ را که مربوط به یک دختریچهُ سیزده‌ساله بود» پسندید: 

«کتاب‌هایی را می‌خواهیم ... که به‌جای شرح و ترصیف. به پیش‌آمدها» 


پرداخته باشد». 


(۶۶ 


دختریچه با اين بیان می‌خواهد بگوید که کتاب باید بربارة آن‌چه در واقع 
وجود دارد» گفت‌وگو کند. نه دربارةٌ چیزها به طور کلی. کتاپ باید چنبة 
عملی داشثه باشد و به ما بگوید که چه کاری را باید انجام دهیم. 

ما نخراستيم در این کتاب. از اضانه‌هایی بر آگاهی‌های ,دبیرستانی 
گفت‌وگو کنیم» چیزی که پایانی ندارد: بلکه خواستیم به. کمک مثال‌ها و 
«پیش‌آمدها» نشان دهیم که چگونه می‌توان با به کار بردن درست و همراه با 
انديشة آگاهی‌های نخستین ریاضی؛ مساله‌هایی را حل کرد که در برخورد اول» 
دشوار به نظر می‌رسد. 

" آلکسی نیکولایه‌ویچ کریلوف؛ عضو آکادمی» که نام او برای ما آشنا 

است» در سال ۱۹۴۲ در مجلةٌ «آتش که برای بچه‌ها منتشر می‌شود» 
این‌طور نوشت : 

«همه‌چیز را خودتان پیاموزید. گمان مبرید که می‌توانید بدون کار 
و زحمت» آگاهی‌هایی بهدست آورید. کوشش کنید» یاد 
گرفتتی‌ها را تنها به خاطر نسپارید» بلکه ماهیت آن‌ها را 
بفهمید. و اين تتها راهی است که می‌توانید به کمک آ» 
آن‌چه را یاد گرفته‌اید تا مدت‌ها فرامرش نکنید. 

تجربه بیندوزید ... با اراده باشید. از دل‌سردی نترسید. 

کاری را که آغاز کرده‌اید» با سرسختی» منظلم و بدون توقف+ 
دنبال کنیده. 

این روش را بپذیرید! شاید بپرسید. برای چه؟ 

پاسخ خود را» از زبان دوستتان دیمکی - نویدیمکی بشنوید: 

برای این‌که در دریاها سفر کنیم» 


رهز 


برای این‌که به آسمان‌ها پرواز کنیم» 

باید خیلی چیزها را بدانیم» 

و باید بسیار نیرومند باشیم. 

و برای این منظور و به خاطر این هدف 
شما باید به مهم‌ترین دانش‌ها» 


یعنی حساب» چیره باشید. 


۲۶۸ 


ماشین امیل پست 
توشتة ولادیمیر آندرهیه‌ویج اوسپنسکی 

ترجمة پرویز شهریاری 

۶ صفحه | قطم ۲۴۱۶ / جلد شومیز 

نویسنده این کتاب امیدوار است که دانش‌آموزان دییرستانی و جتی 
دبستانی, با مطالعٌ این کتاب» بتوانند با مفاهیم «آلگوریتمه | 
«ماشین حساب اونیورسال» و «یرنامه‌ریزی» به‌خویی آشسنا شوئدء 


محاسبة برداری 
نوشن پرویز شهرباری 
۶ صفحه | تطع ۲۴۱۶ | جلد شومیز 


در اين کتاب. به‌مقهوم بردان از دیدگاه ریاضیات خالص پرداخته 
شدء است. این بررسی تا سطح دورة دیبیوستان انجام می‌گیرد. 
مطالعة این کتاب برای دانش‌آموزان دور دبیرستان و هممچنین 
به‌علا قمندان رشتة ریاضی توصیه می‌شود. 


نقطه‌های بی‌حرکت 

نوشتا بوری آلکسه بو یچ شاشکین 

ترجمة پرویز شهریاری 

۸ صفحه | قطع ۲۴۱۶ | جلد شومیز 


قضیه‌های مربوط به‌نقطه‌های بی‌حرکت. کاربردهای زیادی در 
ریاضیات دارند که در این کتاب به‌اين کاربردها اشاره می‌شود. 


همه چیز دربارةُ سه جمله‌ای درجه دوم 
فوشتذ پرویز شهریاری 
۶ صفحه | قطع ۲۳<۱۶ | جلد شومیز 


پررسی و شناسایی سه جمله‌ای درجه دوم و حل مسائل مربوط 
به‌آن برای هر دانش‌آموز دبیرستانی امری ضروری می‌باشد. هدف 
این کتاب رفع این کمبود است ر حاوی اطلاعات سودمندی برای 
حل اين قبیل مسائل می‌باشد. 


ادبیات 

جلوه‌های تصوف و عرفان در ایران 

چهارصد شاعر برگز یدة فارسی‌گوی 

حلاچ و راز ااالحق _ , 

دیوان حافظ (از روی نسخه خطی غنی قزوینی) 
دیوان نسیمی 

شرح شوکران (دفتر اول) 

شرح شوکران (دفتر دوم) 

فرهنگ دیدنیهای زبان انگلیسی 

گزیدة داستانهای مثتوی معنوی (۲ جلدی] 
گزیده‌هایی از شاهنامة فردوسی (۳ جلد در ۲ مجلد) 
مولاتا و طوفان شمس 


پزشکی - روانشناسی 

خودیاری خانمها در حفظ جوانی و شادابی 
درمان طبیعی عصبیت 

یروی جادویی انديشه 


سرگذشتها - سقرنامه‌غا 

ستارف اعداد (گفتگو با پرویز شهریاری) 
سراب زندگی 

سفر با سفرنامه‌ها 

سفر به‌آرمانشهر (یکاری) 

سفیر زیبا 


داستان 
اخبار عجیب و حکایات غریب 
باد و باران (۲ جلدی) 


فرهنگما 


فرهنگ جامع تعبیر خواب 

نوشتا هانس کورت 

ترجمة علی اصغر شجامی 

۲صفحه | قطع ۶ / جلد زرکوب 


اين فرهنگ, که به‌صورت الفبایی تنظیم شده است حاصل تلاش 
عملی تویسنده, درطی سالها: و نیز مطمح‌نظر قراردادن کتب معتبر 
تعبیر خواب. می‌باشد که در دسترس علاقمندان قرار می‌گیرد. 


فرهنگ نامهای اصیل ایرانی 
نوشتة مینا امپريی 
۰ صفحه | قطع ۱۳/۵۲۲ / شومیز | زیرچاپ 


در عصر حاضر گرایش صردم ایسران‌زصین بسرای انتخاب نام 
مناسب ایرانی برای فرزندان اماکن. شرکتها و... انزایش 


چشمگیری بافته است. کتاب حاضر مجموعه‌ای نسبتاً کامل از 
تامهای ایرانی در اختیار عصلاقمندان قرار می‌دهد تا با آگاهی 
پیشتری نام مورد علاقه خود را انتخاب کنند. 


نگاهی دیگر به‌دمیان 
داستاتهای لافونتن 
دوعروسی 

شی» مرموز 

کلیله و دمنه به‌زبان ساده 
گتح یادآورد 


صیاسی - تاویخی 

از لنین تا گورباچف 

پیوستن وگسستن 

جنگ خلیج فارس و آیندة خاورمیانه 

دوازده سال فرماتروایی هیتظر 

سیاستنامة سیرالملوک 

شاه در آيينة خاطرات 

کاترین کییر 

نقش‌آفرین الموت 

هثرهای باستانی آسیای مرکزی تا دورف اسلامی 


علیی 

بخش پذیری عددها و مفیهوم آلگوریتم : 
جیر از آغاز تا پایان 

چبر پیش دانشگاهی 

خطهای راست و منحنی‌ها 

شیطان در مثلث برمودا 

عحیب‌تر از وآقعیت 

ماشین امیل‌پست 

محاسبة برداری 

نقطه‌های بی‌حرکت 

همه چیز دربارة سه جمله‌ای درجه دوم 


فرهتگا 
فرهنگ جامع تعییر خواب 
فرهنگ تامهای اصیل ایرانی 


قیمت: ۸۵۰۰ ریال 


اماءاست مات 


تهران خ پاسداران: چهارراه دولت؛شمار؛ ۲۶ تلفن؛ ۲۵۲۵۲۱۹ 
صندوق پستی ۴۸۷ - ۱۹۵۸۵ 
شایک ۵۶۰۹۱۴۳ ۹۶۴ 141 5609۰ - 964 1500 


